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Верификации созданных и применяемых конечноэлементных 
моделей и программ при расчёте ресурса конструкций лопаток 
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Резюме. Целью настоящего исследования является проверка математических моделей, численных методов 
и комплекса программ для подтверждения их адекватности и возможности применения в оценке долговечности 
реальных рабочих колес турбомашин. Анализ прочностных характеристик высоконагруженных элементов рото-
ров турбомашин с учетом расстройки параметров является одной из актуальных и ключевых задач в энергети-
ческом и транспортном двигателестроении.  Основным методом изучения данных характеристик является метод 
конечных элементов в трехмерной постановке. Дополнительно в работе используются теории упругости и коле-
баний, механика деформируемого твердого тела, методы суммирования повреждений и гипотезы накопления 
усталостных напряжений. Применены матричные вычисления, численное интегрирование и методы решения 
алгебраических систем уравнений. В данной работе представлен анализ долговечности модели рабочего колеса 
паровой турбины с использованием трехмерных конечных элементов TET10 в коммерческом программном 
комплексе ANSYS WORKBENCH с применением авторских программ. Полученные численные результаты в рам-
ках созданных конечноэлементных моделей для всех видов расстройки сопоставлены с экспериментом, анали-
тическим решением и расчетными данными в программе ABAQUS с учетом геометрической расстройки. Это 
позволяет расширить их применение с модельных конструкций паровых турбин на реальные промышленные 
изделия. В результате вычислительного эксперимента получены новые научные результаты по верификации ав-
торского программного обеспечения и интерфейса, связывающего эти программы с известными коммерчески-
ми пакетами, при анализе ресурса модели паровой турбины с расстройкой геометрических параметров. Прак-
тическая значимость работы заключается в возможности применения данного подхода к оценке долговечности 
реальных конструкций осевых и радиальных турбомашин при их проектировании и доводке, что существенно 
сокращает временные и финансовые затраты для создания новых компрессоров и турбин.
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Turbomachine blade life assessment with geometric mistuning
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Abstract. This study aims to verify the mathematical models, numerical methods, and software suite developed 
for assessing the service life of actual turbomachine rotors and confirm their adequacy for industrial applications. The 
strength analysis of highly loaded turbomachine rotor components, accounting for parameter mistuning, represents a 
critical challenge in power generation and aerospace engine design. The primary investigative method employed is the 
finite element method (FEM) in a three-dimensional formulation. The research utilizes theories of elasticity and vibration, 
mechanics of deformable solids, damage summation methods, and fatigue accumulation hypotheses. The computational 
framework involves matrix computations, numerical integration, and methods for solving systems of algebraic equations. 
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A durability analysis of a steam turbine wheel model was carried out using TET10 three-dimensional finite elements with-
in the commercial ANSYS WORKBENCH software, enhanced with custom-developed codes. The numerical results from 
these finite element models for all mistuning types were compared with the experimental data, analytical solutions, and 
computational results from the ABAQUS software, which incorporated geometric mistuning. This integrated validation 
confirms the accuracy of the models and facilitates their application not only to simplified steam turbine models but also 
to real industrial components. The computational experiments verified the proprietary software and the interface that 
connects it with conventional commercial software for analyzing the service life of a steam turbine with geometric mistun-
ing. The practical significance of this work lies in the applicability of the developed approach for durability assessment in 
the design and fine-tuning of real axial and radial turbomachinery. This methodology substantially reduces the time and 
financial costs associated with the development of new compressors and turbines.

Keywords: verification, finite element model, mistuning, durability, rotor blades, turbomachines, stresses
Funding. This work was carried out within the framework of the Russian Science Foundation Grant No. 24-29-

20061. The authors thank the Russian Science Foundation for the support of the study.
For citation: Repetskii O.V., Nguyen Van Manh. Turbomachine blade life assessment with geometric mistun-

ing. iPolytech Journal. 2025;29(4):492-501. (In Russ.). https://doi.org/10.21285/1814-3520-2025-4-492-501.  
EDN: HAEDBL.

ВВЕДЕНИЕ
Рабочие лопатки турбины играют ключе-

вую роль в работе энергетических и транс-
портных двигателей, поскольку являются ос-
новными элементами, обеспечивающими 
преобразование поступательного движения 
высокотемпературного и сжатого пара или 
газа во вращательное движение вала тур-
бины. Усталостные разрушения рабочих 
лопаток являются основной причиной отка-
за роторов турбомашин. Любое нарушение 
работы паровой турбины, такое как отказ 
лопатки, может привести к значительным 
финансовым и другим потерям3 [1, 2]. Про-
гнозирование срока службы лопаток паро-
вой турбины с учетом расстройки геометрии 
лопаток, закрепленных на общем диске, 
представляет собой одно из основных на-
правлений исследований в мировой науке 
при создании новых турбомашин4 [3].

В данной работе представлены резуль-
таты оценки многоцикловой усталости мо-
делей лопаток паровых турбин с учетом 
расстройки геометрии лопаток. Модель 
лопатки была разработана с использова-
нием программного обеспечения ANSYS 
WORKBENCH и метода конечных элемен-
тов (МКЭ) для создания численной модели, 
которая охватывает все геометрические 
изменения лопатки [4, 5]. Проведена ве-
рификация созданной численной модели 
и расчетных методов в сопоставлении по-
лученных результатов в сравнении с ана-
литическим решением, расчетными и экс-

периментальными данными, полученными 
другими авторами.

МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ
Для верификации созданных и применя-

емых автором конечноэлементных (КЭМ) 
моделей, используемых при расчете ресурса 
конструкций без и с учетом расстройки пара-
метров, был проведен численный анализ мо-
дели рабочего колеса паровой турбины [6]. 
Трехмерная модель рабочего колеса и его гео-
метрические размеры представлены на рис. 1.

Рабочее колесо изготовлено из нержа-
веющей стали СТ304 со следующими ме-
ханическими характеристиками: модуль 
Юнга – 1,93·105 МПа; плотность – 7900 кг/
м3; коэффициент Пуассона – 0,25; прочность 
на растяжение – 600 МПа, предел текуче-
сти – 310 МПа, твердость – 170 HB [7, 8]. В 
качестве конечноэлементной модели дан-
ной работы применяется конечный элемент 
ТЕТ10 коммерческой программы ANSYS 
WORKBENCH с 3-мя степенями свободы в 
узле и с общим количеством конечных эле-
ментов – 117888 и 176499 узловыми точка-
ми. Количество степеней свободы составляет 
529497.  На рис. 2 представлены КЭМ и изо-
бражение   трехмерного конечного элемента 
TET10. Моделирование динамического от-
клика к поверхности лопаток осуществлено 
путем приложения синусоидальной нагрузки 
под давлением из работы [9, 10] c помощью 
одной из авторских программ, связка кото-
рых с ANSYS WORKBENCH осуществляется 

3Костюк А.Г., Фролов В.В., Булкин А.Е., Трухний А.Д. Паровые и газовые турбины для электростанций: учебник. М.: МЭИ, 
2016. 556 с.
4Костюк А.Г. Динамика и прочность турбомашин: учебник. 3-е изд., перераб. и доп. М.: МЭИ, 2007. 476 с.
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через созданный авторами программный ин-
терфейс. Использование авторских программ 
необходимо в конкретных случаях, когда тре-
буется реализовать поставленную задачу, ко-
торая не может быть решена имеющимися в 

коммерческих пакетах программными сред-
ствами. Примеры таких авторских программ 
для связки с ANSYS WORKBENCH и описание 
их характеристик и назначения приведены в 
нескольких публикациях, например в работе5.

5Свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ № 2024618569, Российская Федерация. Программа 
для расчёта уровня возбуждающих сил при использовании модифицированного статора (USE_MOD_VANES) / О.В. Репец-
кий, Ван Мань Нгуен; заявитель и патентообладатель ФГБОУ ВО Иркутский ГАУ. Заявка № 2024617307, заявл. 05.04.2024;  
опубл. 15.04.2024. EDN: ATSLZR.
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b

Рис. 1. Трехмерная модель и размеры рабочего колеса паровой турбины: а – трехмерная модель колеса; b – размеры 
колеса (мм)
Fig. 1. A three-dimensional model and dimensions of a steam turbine impeller: a –  a three–dimensional model of the impeller; 
b – impeller dimensions (mm)
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Рис. 2. Конечноэлементная модель (a) и трехмерный конечный элемент TET10 (b)
Fig. 2. Finite element model (a) and a three-dimensional finite element TET 10 (b)
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В рамках анализа динамического откли-
ка к поверхности лопаток была приложена 
синусоидальная нагрузка под давлением [9]:

	 ( )0 aP P P cos t= + Ω ,	 (1)

где P0 = Pa = 0,05 МПа; Ω = 314,159 рад/с.
В ходе исследования статики, собствен-

ных и вынужденных колебаний и ресурсных 
характеристик предполагается, что колесо 
имеет неподвижную опору в центре для ис-
ключения осевых перемещений при моде-
лировании (рис. 3). При этом частота вра-
щения составляет 314,159 рад/с, а угловая 
скорость была приложена в осевом направ-
лении вдоль центральной ступицы.

На рис. 4 представлена схема, иллюстри-
рующая процесс анализа методом конечных 
элементов, применяемого для прогнозиро-
вания срока службы модели рабочего коле-
са. Этот процесс включает в себя создание 
трехмерной геометрической модели колеса 
с использованием программного обеспече-
ния ANSYS, создание сетки конечных эле-
ментов с определенными типами элементов 
и свойствами, ввод свойств материала с уче-
том температурных условий эксплуатации, 
определение нагрузок и граничных условий 
[10, 11]. После этого выполняется анализ 
напряженно-деформированного состояния 
(НДС), расчет собственных частот, динамиче-
ских напряжений и долговечности рабочего 
колеса. Полученные результаты сопоставле-

ны с аналитическим решением, экспери-
ментальными и расчетными данными других 
авторов.

Статическое НДС конструкции определя-
ется по формуле [12–14]:

	
[ ] [ ] [ ]( ) { } { } { } { }.E G R T GK K K F F Fδ Ω+ + = + +	

		  (2)
	

[ ] [ ] [ ]( ) { } { } { } { }.E G R T GK K K F F Fδ Ω+ + = + + .	
Собственные частоты и формы колеба-

ний конструкции вычисляются из уравнения:

	
[ ]{ } [ ]{ } [ ] [ ] [ ]( ) { }. 0E G RM C K K Kd d d+ + + + =  	

		  (3)
	[ ]{ } [ ]{ } [ ] [ ] [ ]( ) { }. 0E G RM C K K Kd d d+ + + + =  .	

Динамический отклик конструкции мож-
но получить из выражения:

	
[ ]{ } [ ]{ } [ ] [ ] [ ]( ){ } { },E G R динM C K K K Fd d d+ + + + =  

 

	
		  (4)
	[ ]{ } [ ]{ } [ ] [ ] [ ]( ){ } { },E G R динM C K K K Fd d d+ + + + =  

 

,	

где [ ]EK  и [ ]M  – основные матрицы 
жесткости и масс конструкции; [ ]GK  – ма-
трица геометрической жесткости; [ ]RK  –  
дополнительная матрица жесткости, 
возникающая в результате вращения; 
{ } { } { }, ,T GF F FΩ  – векторы, соответствую-
щие силам от вращения, температуры и 
давления газа соответственно;  { }C  – ма-

Рис. 3. Граничные условия задачи: a – схема нагружения рабочего колеса; b – динамическое давление, приложенное к 
поверхности лопаток 
Fig. 3. Boundary conditions of the problem: a – impeller loading diagram; b – dynamic pressure applied to the blade surface

Время, с

0,12

0,1

0,08

0,06
0,04

0,02
0

0

Да
вл

ен
ие

, М
Па

0,05 0,1 0,15 0,2

Pressure 8: 0.1 MPa

A

A

B

B

С
СD

D

E

E

F

F

H

H

I

I

J

J

G

G

Fixed Support
Rotational Velocity
Pressure: 0.1 MPa
Pressure 2: 0.1 MPa
Pressure 3: 0.1 MPa
Pressure 4: 0.1 MPa
Pressure 5: 0.1 MPa
Pressure 6: 0.1 MPa
Pressure 7: 0.1 MPa

a b

https://ipolytech.elpub.ru


496 https://ipolytech.elpub.ru

 
 

2025. Т. 29. № 4. С. 492-501 ISSN 2782-4004 (print)
ISSN 2782-6341 (online)2025;29(4):492-501

трица демпфирования;{ }δ  – ускорение 
узловых точек; { }δ  – скорость узловых то-
чек; { }δ  – вектор перемещений;  – 
вектор возбуждающих сил. 

Для решения системы матричных урав-
нений применяются следующие основные 
численные методы: исключения Гаусса 
(статическое НДС); Якоби (расчет собствен-
ных колебаний); суперпозиции мод (расчет 
вынужденных колебаний). Для задачи про-
гнозирования ресурса рабочих колес тур-
бомашин разработанные или развитые ал-
горитмы были объединены на основе МКЭ 
[15–17].

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ
На рис. 5 показаны результаты расчета 

статического НДС, вызванного вращением 
ротора со скоростью 314,159 рад/с и давле-
нием 0,1 МПа. Значение максимального на-
пряжения, полученное в ходе моделирования 
в программе ABAQUS, составляет 175,2 МПа,  
в то время как в программе ANSYS авторы 
получили 175,33 МПа.

В табл. 1 приведены результаты анали-
за собственных частот колебаний рабочего 
колеса. Результаты, полученные авторами, 
хорошо согласуются с экспериментальными 
данными Х.М. Машиахиди из Технологиче-
ского университета Тшвана (ТУТ) [18].

В табл. 2 и 3 представлены результаты 
анализа долговечности рабочего колеса с 
учетом и без учета расстройки геометриче-
ских параметров лопаток. Как видно из пред-
ставленных данных, результаты численного 
исследования, выполненного авторами с 
использованием авторских программ и про-
граммы ANSYS, хорошо согласуются с дан-
ными, полученными в программе ABAQUS, а 
также с аналитическим решением. 

Актуальность использования программы 
ANSYS и стыкуемых с ней авторских про-
грамм связана с тем, что верификация раз-
работанных авторами математических мо-
делей и программного обеспечения требует 
проверки их точности и достоверности на 
конструкциях, для которых имеются извест-
ные численные решения или эксперимент. 

Рис. 4. Схема исследования для предсказания ресурса
Fig. 4. Research diagram for fatigue life prediction
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Таблица 1. Результаты верификации частот собственных колебаний модельного колеса
Table 1. Results of model impeller natural vibration frequencies verification 

Форма колебаний Авторы (ANSYS) Эксперимент (ТУТ) Расчет ABAQUS (ТУТ)

1 225 222 233

2 1408 1352 1,430

3 1874 1770 1878

4 2090 1935 1960

5 2103 2256 2,263

6 3938 3997 4,002

7 5763 5421 5,780

8 6706 6544 6,163

Рис. 5. Результаты расчета напряженно-деформированного состояния рабочего колеса: a – расчет в ANSYS; b – расчет 
в ABAQUS
Fig. 5. Calculation results of impeller stress-strain state: a – calculation in ANSYS; b – calculation in ABAQUS

Особенно это актуально для анализа долго-
вечности систем с расстройкой параметров, 
где практически отсутствуют известные ре-
зультаты [6].  В этой связи выполненная ве-
рификация созданного программного ком-
плекса на модели рабочего колеса паровой 
турбины позволила распространить числен-
ную методику авторов на решение реальных 
ресурсных задач турбомашиностроения, 
в том числе высоконагруженных роторных 
элементов двигателей НК-12 и Rolls-Royce 
[5, 17]. Решение реальных промышленных 
задач в программе ABAQUS не представля-
ется возможным из-за ограничений данной 
программы по спектру решаемых задач, би-
блиотеке конечных элементов, набору чис-
ленных методов и другим аспектам.

В качестве аналитической оценки дол-
говечности рабочего колеса используется 
уравнение зависимости долговечности от 
деформации Брауна-Миллера, по которому 
был выполнен расчет в ТУТ Х.М. Машиахиди 
и его соавторами [18]:

	 	 (5)

	 ,	

где fN  – количество циклов до разрушения; 
nεD  – номинальный диапазон напряжений 

для цикла; maxγD  – максимальный диапазон 
или амплитуда деформации сдвига для дан-
ного цикла; 1057f'σ =  МПа – коэффициент 

Z

1.7533e8 Max
1.5585e8
1.3638e8
1.169e8
9.7419e7
7.794e7
5.8462e7
3.8983e7
1.9505e7
26484 Min

Max von MisesS. Mises  
(Avg: 75%)

+1.752e+08
+1.606e+08
+1.460e+08
+1.314e+08
+1.168e+08
+1.022e+08
+8.760e+07
+7.300e+07
+5.840e+07
+4.380e+07
+2.920e+07
+1.460e+07
+3.069e+03

Y

X

а b
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усталостной прочности; b = -0,0385 – пока-
затель усталостной прочности; f'ε  – коэф-
фициент усталостной пластичности; а c – по-
казатель усталостной пластичности (исходя 
из усталостных свойств нержавеющей стали 
марки 304); E – модуль упругости.

Вышеприведенные согласования расче-
тов авторов и известных решений (табл. 2 и 3) 
подтверждают адекватность созданных и при-
меняемых конечноэлементных моделей для 
расчета ресурса конструкций и надежность 
предложенной методики численного анализа.

Таблица 2. Результаты верификации долговечности модельного колеса без и с учетом расстройки геометрических 
параметров
Table 2. Results of model impeller durability verification with and without mistuning of geometric parameters 

Вариант исследования
Долговечность рабочего колеса 

(×106 циклов)

Авторы (ANSYS) ABAQUS (ТУТ)

Уменьшение длины двух соседних лопаток (-1 мм, L) 4,457 4,574

Увеличение ширины двух соседних лопаток (-1 мм, w) 4,234 4,188

Уменьшение ширины двух соседних лопаток (-1 мм, w) 4,180 4,130

Смешанный вариант расстройки (+/- L, t, и w) 4,112 4,097

Увеличение ширины двух лопаток, расположенных напротив (+1 мм, w) 4,127 4,093

Уменьшение ширины двух лопаток, расположенных напротив (-1 мм, w) 4,095 4,090

Уменьшение длины всех лопаток (-L) 4,092 4,090

Смешанный вариант расстройки (+/- L, t, и w) 4,055 4,043

Смешанный вариант расстройки (+/- L, t, и w) 4,046 4,020

Уменьшение длины двух лопаток, расположенных напротив (-1 мм, L) 4,041 4,016

Смешанный вариант расстройки (+/- w, и t) 4,036 4,012

Увеличение толщины двух лопаток, расположенных напротив (+1 мм, t) 4,001 3,997

Смешанный вариант расстройки (+/- L, и w) 3,993 3,980

Увеличение длины двух лопаток, расположенных напротив (+1 мм, L) 3,974 3,960

Увеличение длины двух соседних лопаток (+1 мм, L) 4,024 3,955

Увеличение толщины двух соседних лопаток (+1 мм, t) 3,943 3,911

Уменьшение толщины двух соседних лопаток (-1 мм, t) 4,058 3,999

Уменьшение толщины двух лопаток, расположенных напротив (-1 мм, t) 3,964 3,907

Смешанный вариант расстройки (+/- L, t, и w) 3,996 3,966

Таблица 3. Результаты верификации долговечности модельного колеса с аналитическим решением и 
численными данными
Table 3. Results of model impeller durability verification with an analytical solution and numerical data

Вариант исследования

Долговечность рабочего колеса 
(×106 циклов)

Авторы (ANSYS) ABAQUS (ТУТ) Аналитическое 
решение (ТУТ)

Без расстройки 4,551 4,587 4,435

Уменьшение длины двух соседних лопаток (-1 мм, L) 4,457 4,574 4,357

https://ipolytech.elpub.ru


Репецкий О.В., Нгуен Ван Мань. Верификации созданных и применяемых конечноэлементных моделей и программ...
Repetskii O.V., Nguyen Van Manh. Turbomachine blade life assessment with geometric mistuning

499https://ipolytech.elpub.ru

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенный анализ подтвердил воз-

можность использования разработанных и 
применяемых автором конечноэлементных 
моделей для исследования ресурсных харак-
теристик рабочих колес паровой турбины 
с учетом отклонений параметров лопаток. 
Рассмотрены различные типы расстройки 
лопаточного аппарата, включая увеличение 
или уменьшение длины, ширины и толщины 
лопаток, а также их комбинированные вари-
ации.

Установлено, что даже простейшие виды 
расстройки, обусловленные отклонениями в 

процессе изготовления, износом или корро-
зией, могут существенно снижать долговеч-
ность рабочего колеса. Разработанный под-
ход предлагается использовать при проекти-
ровании новых турбомашин для повышения 
ресурса рабочих колес с учетом расстройки, 
а также оптимизации затрат на ремонт и тех-
ническое обслуживание двигателей [19, 20].

Разработанный авторами подход являет-
ся рабочим инструментом для дальнейшего 
исследования влияния расстройки лопаток 
на ресурс и другие характеристики рабочих 
лопаток реальных осевых и радиальных тур-
бомашин. 
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