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Разработка математических моделей, численных методов 
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Резюме. Цель – развитие математических моделей и численно-аналитических методов анализа статических 
напряжений, свободных и вынужденных колебаний, а также долговечности энергетических и транспортных тур-
бомашин радиального типа с учетом преднамеренной расстройки геометрических, массовых и механических   
параметров. В качестве базового метода исследования выбран метод конечных элементов. В настоящей работе 
использованы теории упругости и колебаний, механика деформируемого твердого тела и газовая динамика. При-
менены матричные вычисления и методы решения алгебраических систем уравнений. Развиты математические 
модели и численные методы для прогнозирования ресурсных характеристик рабочих колес турбомашин. Созда-
ны оригинальные программы, имеющие интерфейс стыковки с коммерческой программной системой ANSYS. 
Проведенные комплексные расчетные исследования влияния преднамеренной расстройки на уровень динами-
ческих нагрузок и долговечность рабочих колес радиальных турбомашин показали высокий уровень воздействия 
расстройки параметров на ресурсные характеристики роторных конструкций как модельных, так и промышленных 
компрессоров и турбин. Так, для реальной радиальной установки фирмы Schiele AG (Германия) для перекачки и 
вентиляции воздуха варьирование долговечности рабочего колеса турбомашины составило от -10,76 до +14,84%. 
Результаты численного анализа и программное обеспечение внедрены в 2024 г. в проектную деятельность АО 
«Иркутский научно-исследовательский и конструкторский институт химического и нефтяного машиностроения»  
(г. Иркутск). Проведенные вычислительные эксперименты демонстрируют эффективность предложенного подхода 
для прогнозирования долговечности и прочностной оптимизации конструкций роторов радиальных турбомашин 
при проектировании и доводке новых изделий или продлении остаточного эксплуатационного ресурса. Предло-
женный подход является рабочим инструментом для дальнейшего исследования и анализа влияния расстройки 
параметров рабочих лопаток на ресурсные характеристики рабочих колес осевых и радиальных турбомашин.

Ключевые слова: математические модели, вычислительный эксперимент, численные методы анализа, 
преднамеренная расстройка параметров, радиальные турбомашины, долговечность
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and software tools for analyzing the durability  

of radial turbomachinery with parameter mismatching
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Abstract. This study presents mathematical models and numerical-analytical methods for analysing static 
stresses, free/forced vibrations, and the durability of radial turbomachinery used in power and transportation sys-
tems. The research incorporates deliberate disturbances in geometric, mass, and mechanical parameters to eval-
uate their effects. The finite element method is used as the primary analytical tool, supported by the theories of 
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elasticity and vibration, the mechanics of deformable solids, and gas dynamics. The methodology employs matrix 
computations and algebraic equation systems to predict the service life characteristics of turbomachine rotors. 
Custom software interfaces compatible with ANSYS commercial software were developed. Computational studies 
demonstrated the influence of deliberate parameter mismatches on dynamic loads and durability in both prototype 
and industrial compressors/turbines. For a radial air handling unit manufactured by Schiele AG (Germany), param-
eter variations resulted in the alteration of rotor service life characteristics by –10.76% to +14.84%. The numerical 
analysis tools were implemented in 2024 at the Irkutsk Research and Design Institute of Chemical and Petrochemi-
cal Engineering (Russia). The efficiency of the method for durability prediction and strength optimisation during rotor 
design, fine-tuning, or residual life extension was confirmed by computational experiments. This approach provides 
a practical tool for further research on the influence of blade parameter mismatches on service life characteristics 
in axial and radial turbomachines.

Keywords: mathematical models, computational experiment, numerical analysis methods, deliberate parame-
ter mistuning, radial turbomachines, durability
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ВВЕДЕНИЕ
Известные экспериментальные и тео-

ретические работы других авторов показы-
вают, что влияние расстройки параметров 
на вибрационные характеристики лопаток 
и дисков исследовано достаточно давно. 
Среди более ранних работ упоминают на-
учные труды Д.Дж. Эйванс и З.С. Хан [1, 2], 
в которых показано решающее влияние 
увеличения амплитуды в расстроенных си-
стемах. В то же время были разработаны 
вычислительные модели для описания рас-
строенных колебательных систем, например  
Л.Е. Эль-Байоми, А.В. Шринивасан [3]. Также 
в более поздних работах по этой теме иссле-
довано моделирование данной проблемы 
в основном на дискретных связанных пру-
жинно-массовых колебательных системах  
Д.М. Файнера, Дж.А. Кеньона, Дж.Х. Гриффи-
на [4, 5], А.Дж. Ривас-Гуэрра, М.П. Миньоле 
[6], E.П. Петрова [7], М. Николича, E.П. Пе-
трова и Д.Дж. Эйванс [8]. Результаты иссле-
дований чаще подтверждаются и уточняют-
ся благодаря применению современных 
компьютерных технологий, позволяющих 
выполнять численные расчеты на реальных 
конструкциях лопаток роторов турбомашин. 
В этом контексте особый интерес представ-
ляет диссертационная работа Т. Клауке2, в 
которой подробно анализируется явление 
расстройки параметров и его влияние на ре-
сурсные характеристики реальных рабочих 
колес. Кроме того, расстроенные рабочие 
колеса изучаются как в экспериментальных, 

так и в численных исследованиях, что отра-
жено в публикациях [9, 10].

Целью исследования данной работы яв-
ляется анализ воздействия конструктивных и 
технологических факторов, включая предна-
меренную расстройку параметров, на уве-
личение ресурсных характеристик турбома-
шин, с использованием примера радиально-
го рабочего колеса.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Расчет ресурсных характеристик прове-

ден на реальном радиальном колесе с приме-
нением МКЭ. На рис. 1 – общий вид и конеч-
ноэлементная модель конструкции [11, 12].

Представленные в настоящей работе 
численные результаты получены с помо-
щью МКЭ и верифицированы на много-
численных вычислительных тестах, в том 
числе на модельных задачах: пластинах и 
академических радиальных рабочих коле-
сах. Настоящее исследование обосновы-
вает применяемую степень дискретиза-
ции КЭМ, выбор типа конечного элемента, 
включая анализ моделей стыковки трех-
мерных и оболочечных конечных элемен-
тов, сравнение с известными расчетными 
и экспериментальными данными, а также 
аналитическими решениями для тестовых 
моделей [18].  Выполненный   анализ по-
зволил уточнить предлагаемые автором ма-
тематические модели и выбрать наиболее 
эффективные по точности расчета и затра-
там времени ЭВМ при исследовании стати-

2Klauke T. Schaufelschwingungen realer integraler verdichterräder im hinblick auf verstimmung und lokalisierung: Dissertation 
Doktor-Ingenieurs. Tönning, 2007.
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ческих напряжений, собственных частот и 
форм колебаний, а также чувствительности 
и других параметров, с учетом вращения и 
температурного нагрева, и применить их в 
дальнейшем для анализа реальных ради-
альных рабочих колес турбомашин.

Масса рабочей лопатки (кг) может быть 
определена из выражения [10–12]:

	 ,	 (1)

здесь  – масса -й лопатки, кг;  – сред-
нее значение масс лопатки, кг;  – откло-
нение массы -й рабочей лопатки турбома-
шины, кг.

Дисбаланс рабочего колеса  имеет чис-
ленный вид:

	 ,	 (2)

где  – угол, определяющий положение -й 
лопатки на диске, начиная с 1-й лопатки, º; 

 – средний радиус центра тяжести исследу-
емой механической системы, м. 

Коэффициент увеличения амплитуды  
описывает отношение максимального пе-
ремещения расстроенной системы к макси-
мальному  перемещению  настроенной си-
стемы и равен

	 .	 (3)

Максимальный коэффициент увеличения 
амплитуды [15]

	 ,	 (4)

где  – число лопаток в рабочем колесе.
Алгоритм применения программы ANSYS 

Workbench для определения коэффициентов 
увеличения амплитуды конструкций включа-
ет следующие основные этапы: 

–  подготовку исходных данных – это 
определение геометрических параметров 
конструкции, задание физических свойств 
материала, формулировка граничных усло-
вий, включая условия закрепления и внеш-
ние нагрузки;

–  создание конечно-элементной моде-
ли – генерация сетки конечных элементов, 
оптимизация сетки для повышения точности 
расчетов при минимальном числе элементов;

–  формирование и решение математи-
ческой модели – определение элементов в 
локальных координатах, вычисление матриц 
жесткости и массы, преобразование локаль-
ных матриц в глобальную систему координат, 
формирование глобальных матриц жестко-
сти и массы всей конструкции;

–  расчет собственных колебаний кон-
струкции – вычисление собственных частот 
и форм, сравнение полученных результатов 
с первоначальными данными для определе-
ния значений расстройки;

–  обработка и интерпретация результа-
тов – построение графиков распределения 
амплитуд колебаний, оценка динамических 
напряжений и перемещений в различных 
режимах нагружения. Затем осуществляет-
ся сохранение результатов для дальнейшего 
анализа.

a b c
Рис. 1. Радиальное рабочее колесо c десятью лопатками: a – размеры колеса; b – 3D модель; c – конечноэлементная 
модель
Fig. 1. 10-bladed radial impeller: a – impeller dimensions; b – 3D model; c – finite element model
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Расстройка параметров приводит к уве-
личению амплитуд колебаний и динамиче-
ских напряжений по сравнению с идеальной 
системой. В данной работе применен метод 
конечных элементов (МКЭ), реализован-
ный в коммерческой программе ANSYS для 
определения максимальных перемещений 
и напряжений с учетом расстройки лопаток 
радиального колеса.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
На первой стадии исследованы чис-

ленные модели с одинаковыми лопатками 
толщиной 3,3 мм. При этом 1-й тип анали-
за описывал изменение толщины всех ло-
паток на -10%, а 2-й – на +10% (рис. 2).  
В вариантах № 3 и 4 предполагается уве-

личение толщины лопатки на 10% на сере-
дине пера и уменьшение толщины на 10% 
на двух краях кромки. В варианте № 5 
толщина лопатки увеличена на 20% на се-
редине пера и уменьшена на 20% на двух 
краях кромки.

Также исследовано различное (линейное 
или криволинейное) изменение длины всех 
лопаток (рис. 3, варианты № 1–4). Результаты 
анализа представлены в виде графика рас-
пределения долговечности блочных моде-
лей, в которых геометрия всех лопаток коле-
са была изменена. Этот график приведен на 
рис. 4, при условии трапециевидного нагру-
жения лопатки и всего рабочего колеса, схе-
матически изображенного на рис. 5 [11, 12],  
где s – ширина сопловой части,  – рассто-

R248,00

206,60 23° 

H 

на правой 
стороне лопатки

на левой 
 стороне лопатки

Рис. 2. Исходный вид лопатки для исследования расстройки от толщины Н (мм)
Fig. 2. Initial view of the radial blade to study thickness-dependent mistuning Н (mm)

3,00

112,00

a

c

b

d

3,00

3,00

R524,17

R524,17

112,00

112,00

3,00
112,00

Рис. 3. Предложенные варианты изменения радиальной лопатки: а – вариант № 1 (линейная отрезка); b – вариант № 2 
(линейное удлинение); c – вариант № 3 (криволинейная отрезка); d – вариант № 4 (криволинейное увеличение длины) 
Fig. 3. Proposed options for radial blade alterations: а – option no. 1 (linear section); b – option no. 2 (linear extension);  
c – option no. 3 (curved section); d – option no. 4 (curved increase in length)
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Рис. 4. Долговечность на уровне блочных моделей с изменением всех лопаток колеса
Fig. 4. Durability of block models with changed impeller blades

яние между лопатками статора в сопловой 
части.

Для расчета ресурсных характеристик, а 
именно долговечности лопаток колеса (рис. 
4 и табл. 2) в зависимости от конструктивных 
и технологических факторов, используется 
известная математическая модель, осно-
ванная на гипотезе повреждаемости Паль-
мгрен-Майнера, суммирование поврежде-

ний разного уровня происходит по методу 
«дождя». Долговечность рассчитывается как 
количество циклов нагружения до наступле-
ния разрушения, когда накопленное уста-
лостное повреждение становится равным 
единице [11, 12, 17, 20]. 

Расчет долговечности выполнен на осно-
ве программы коммерческой программы 
ANSYS и авторской программы3.

Лопатка статора

Лопатка ротора

Скорость вращения

Поступающий  
пар или газ

a b
Рис. 5. Общий вид и модель трапециевидного спектра нагружения радиального рабочего колеса: a – общий вид 
радиального колеса; b – распределение нагрузки на лопатке 
Fig. 5. General view and a model of the trapezoidal loading spectrum of radial impeller: a – general view of a radial wheel; 
b – load distribution on the blade
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Анализ результата вычислительного экс-
перимента показал, что первая блочная мо-
дель (БМ) с увеличением толщины лопатки 
на 10% способна увеличить долговечность 
радиального рабочего колеса на +1,48% 
(рис. 6 a).  Следовательно, БМ с изменением 
механических свойств материала повышает 
ресурс радиального колеса на +1,53% (рис. 
6 b), а вариант № 3 позволяет увеличить дол-
говечность радиального колеса на +2,01% 
(рис. 6 c).

На следующем этапе проведен анализ 
влияния количества и глубины нарезных ка-
налов на основном диске колеса для оценки 
ресурсных характеристик радиального ра-
бочего колеса. Примеры с четырьмя и вось-
мью каналами между лопатками приведены 
на рис. 7. 

Формула для массы рабочего колеса с 
учетом количества и глубины каналов может 
быть записана в следующем варианте:

 

	 ,	 (5)

где  – изменение массы основного дис-
ка;  – количество нарезных каналов в од-
ном секторе колеса ( );  – глубина 
нарезных каналов.

Из рис. 8 видно, что с увеличением  
количества нарезных каналов на основ-
ном диске площадь синей зоны уменьша-
ется. Данный эффект указывает на рост 
скорости потока в колесе при увеличении 
количества нарезных каналов в каждом 
секторе.

Результаты расчета показали, что на-
личие нарезных каналов на радиальном 
рабочем колесе способствует увеличению 
его долговечности. В табл. 2 приведены 
значения долговечности радиального ра-
бочего колеса с учетом наличия нарезных 
каналов.

Рис. 6. Блочные модели с увеличением толщины (a), разными материалами (b), криволинейным отрезом (c)
Fig. 6. Block models with the thickness increased with (a), different materials (b), curved seсtion (c)

a b c

a b

C четырмя
C восьмью

Рис. 7. Анализ количества нарезных каналов в секторе радиального колеса
Fig. 7. Analysis of the number of grooves in a radial wheel sector
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Проведенный анализ демонстрирует, что 
увеличение количества нарезных каналов 
на основном диске напрямую способствует 
повышению долговечности конструкции.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В ходе проведенного математическо-

го моделирования и численного анализа 
определены ресурсные характеристики ра-
диальных турбомашин без и с расстройкой 
параметров. Анализ результатов показал, 
что могут существенно меняться макси-
мальный коэффициент увеличения ампли-
туды (до 44,72%) и долговечность ради-
ального колеса турбомашины от -10,76 до 
+14,84%.  

Использование МКЭ позволило прове-
сти численное моделирование и выявить 
закономерности влияния расстройки на 
усталостную долговечность реального ра-
диального рабочего колеса, применяемого 

в химическом и вентиляционном оборудо-
вании.

Результаты вычислительных эксперимен-
тов подтвердили эффективность разработан-
ных моделей и алгоритмов, а также показали 
возможность их применения для прогнози-
рования ресурса и оптимизации конструк-
ций роторов радиальных турбомашин. По-
лученные данные могут быть использованы 
при проектировании новых турбомашин 
и совершенствовании существующих кон-
струкций в целях повышения их эксплуатаци-
онной надежности и долговечности в рабо-
чих условиях.

Настоящее исследование вносит вклад 
в развитие методов расчета динамических 
и ресурсных характеристик турбомашин и 
открывает перспективы для дальнейших ис-
следований в области оптимизации долго-
вечности радиальных роторных конструкций 
с учетом эксплуатационных факторов.
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