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Резюме. Цель – исследовать силы резания на единичном зерне при воздействии его на обрабатываемый 
материал. Аналитическое исследование проведено на модели единичного абразивного зерна в виде стержня с 
закругленной по радиусу вершиной, действующего на обрабатываемый материал. Для расчета интенсивности де-
формации пластически оттесняемого материала заготовки под действием единичного зерна использован метод 
линий скольжения (метод характеристик). В результате проведенных аналитических исследований – пластиче-
ского деформирования материала, оттеснения заторможенной зоны и трения ее о поверхность зерна при движе-
нии вверх в виде стружки, трения зерна о пластически деформированный материал, а также воздействия динами-
ческой составляющей пластического деформирования – разработаны математические модели по всем перечис-
ленным факторам. Доказана значимость динамической составляющей в общем балансе сил, связанных с пласти-
ческим деформированием, путем определения отношения динамического напряжения на линии разрыва к пределу 
текучести на сдвиг. На примере расчета данной зависимости для материалов Д16Т и 30ХГСА установлено, что 
целесообразно учитывать динамическую составляющую силы резания при скорости соударения единичного зерна 
с обрабатываемой поверхностью свыше 50 м/с. Приведены графики зависимости относительной силы на зерне от 
относительной глубины внедрения зерна. Предложенная методика расчета сил резания на единичном зерне поз-
воляет рассчитывать суммарную силу взаимодействия единичного зерна с обрабатываемым материалом. Для пе-
рехода к заданным способу обработки и обрабатываемому материалу необходимо определить количество зерен, 
участвующих в контакте, продолжительность контакта, скорость резания. Имея эти данные, можно рассчитывать 
производительность процесса и показатели качества обработанной поверхности. 

Ключевые слова: модель единичного зерна, сила резания 
Для цитирования: Димов Ю.В., Подашев Д.Б. Сила резания на единичном зерне // iPolytech Journal. 2023. Т. 

27. № 1. С. 10–22. https://doi.org/10.21285/1814-3520-2023-1-10-22. 

MECHANICAL ENGINEERING 

Original article 

Force of cutting by a single abrasive grain 
 

Yury V. Dimov1, Dmitry B. Podashev2 

 

1,2Irkutsk National Research Technical University, Irkutsk, Russia 
 

Abstract. This paper investigates the cutting forces arising when using a single abrasive grain. Analytical studies were 
carried out using a model of a single abrasive grain in the form of a rod with a radiused apex acting on the workpiece 
material. The slip-line method (method of characteristics) was used to calculate the deformation intensity of a plastically 
edged workpiece material under the action of a single grain. Mathematical models were developed for the following factors: 
plastic deformation of the material, edging of the stagnated zone and its friction against the grain surface when moved 
upwards in the form of chippings, grain friction against the plastically deformed material, and the action of the dynamic 
component of plastic deformation. The significance of the dynamic component in the overall balance of forces related to 
plastic deformation was established by determining the ratio of dynamic stress on the break line and shear yield point. This 
dependence calculated for D16T and 30HGSA materials showed the feasibility of accounting for the dynamic component 
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of the cutting force under the velocity of a single grain impacting the workpiece surface of above 50 m/s. Graphs depicting 
the relative grain force and the relative depth of grain penetration are given. The proposed calculation method for cutting 
forces using a single grain can be used to determine the total force of interaction between the single grain and the work-
piece material. In order to adopt the defined processing method and the workpiece material, the number of grains in contact, 
the contact duration, and the cutting speed should be found. On this basis, the process performance and the quality of the 
workpiece surface can be calculated. 

Keywords: model of a single grain, cutting force 
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ВВЕДЕНИЕ 

Исследование процесса абразивной обработки для машиностроения является актуальным, 
поскольку появляющиеся новые методы финишной обработки позволяют заменить ручной труд 
на механизированный и автоматизированный.  

При финишной обработке поверхностей эластичными полимерно-абразивными инструмен-
тами, хонингованием, суперфинишированием, а также в среде или в потоке свободных абра-
зивных частиц съем материала осуществляется при взаимодействии режущего микрорельефа 
инструмента с обрабатываемым материалом. Исследованию процесса обработки абразивным 
инструментом посвящен ряд работ [1–11]. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ  

Режущий микрорельеф, как видно из профилограмм, состоит из ряда выступов (абразивных 
зерен). При исследовании сил резания в качестве модели единичного зерна принят конус с за-
кругленной по радиусу вершиной. Подобную форму модели при исследовании процессов обра-
ботки с применением абразива принимали многие исследователи [12–15].  

При движении единичного зерна в идеальном жесткопластическом полупространстве под 

углом  к поверхности на него действует сила, возникающая в результате: 
– пластического деформирования материала; 
– оттеснения заторможенной зоны и трения ее о поверхность зерна при движении вверх в 

виде стружки; 
– трения зерна о пластически деформированный материал; 
– воздействия динамической составляющей пластического деформирования. 
 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ  

При внедрении зерна под углом  к поверхности под действием нормальной (Р) и тангенци-
альной (Т) составляющих сил резания впереди его образуется валик наплыва, который при 
определенных условиях может переходить в стружку. Пластически оттесненный материал, как 
отмечает И.В. Крагельский [16], обтекая зерно без отделения от основной массы, образует 
наплыв по его боковым сторонам. 

Для расчета интенсивности деформации пластически оттесняемого материала заготовки 
под действием единичного зерна использован метод линий скольжения (метод характеристик).  

На рис. 1 приводятся принятые поля линий скольжения в меридиональных (рис. 1 а) и нор-
мальных к оси зерна сечениях (рис. 1 b). Начало подвижной ортогональной системы координат 
(точка А) расположено на вершине модели зерна.  

 
ПОЛЕ ЛИНИЙ СКОЛЬЖЕНИЯ И НАПРЯЖЕНИЯ В МЕРИДИОНАЛЬНЫХ СЕЧЕНИЯХ  

С учетом опыта построения полей линий скольжения для подобных нашему условий пла-
стического деформирования и формы индентора [17, 18] принято поле линий скольжения в ме-
ридиональном сечении, которое приведено на рис. 1 а. Оно состоит из зон ADW, WDGJ, JGT и 

TGS. В пределах сферической части зерна (зона ADW) -линии скольжения, как и на всем поле, 

представляют собой прямые линии, а -линии скольжения являются криволинейными, центры 
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радиусов кривизны которых расположены на линии abcd. На контуре зерна радиус кривизны 

линий скольжения  равен 

Ro = r ∙ cos,  (1) 

где  – угол между касательной к контуру зерна и -линией скольжения,  =  – . Здесь  – угол 

между осью Х и касательной к контуру зерна в произвольной точке;  – угол между осью Х и 

линией скольжения .  

Для определения радиуса кривизны -линий скольжения в любой точке зоны ADW воспользу-
емся второй теоремой Генки, согласно которой при перемещении точки вдоль данной линии 
скольжения одного семейства радиусы кривизны линий скольжения другого семейства в точках 
пересечения с данной изменяются на величину пройденных расстояний. Приращение радиуса в 

связи с перемещением вдоль -линий скольжения согласно рис. 1 а составит  

dR = r ∙ sin ∙ d. (2) 

 
Рис. 1. Поля линий скольжения в сечениях: а – меридиональном; b – нормальном к оси зерна 

Fig. 1. Fields of slip bands in sections: a – meridian section; b – normal section to the grain axis  
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Проинтегрировав это выражение с учетом формулы (1), получим радиус кривизны для лю-
бой точки зоны ADW: 

Ri = r ∙ [cos + sin ∙ (i – н)], 

где н, i – углы для точек начала соответствующей  – линии скольжения и пересечения кон-

тура зерна искомым радиусом Ri. 

Радиус кривизны -линий скольжения зоны JGT не меняется, центр его находится в точке G, 
а величина  

𝑅𝜉 𝐽𝐺𝑇 = 𝑠𝑖𝑛𝛽 ∙ [𝑟 ∙ (𝜑𝐷 − 𝜑Н) + (𝑦𝐷 − 𝑦𝐸) 𝑐𝑜𝑠𝛾⁄ ], 

где yG, yЕ – ординаты точек G и Е. 
В профиле наплыва TGS вместо криволинейной поверхности рассматривается прямая ли-

ния GS. Эта замена обусловлена большими трудностями в аналитическом описании действи-
тельного профиля и несущественным уменьшением точности расчетов при таком допущении. 

Перпендикулярно к контуру зерна действуют нормальные напряжения nxy, а в тангенциаль-

ном направлении – касательные K:  

nxy =  – K ∙ sin2 ; K = K ∙ cos2. 

Для шероховатого зерна граничные условия будут иметь вид: 

nxy = 0, K = 0 на GS ; K = 2Т ∙ K на AG. 

По мере углубления зерна в материал участок свободной поверхности GS, на котором схо-
дит стружка, увеличивается, следовательно, растет и толщина стружки.  

Используя приведенные уравнения, получим: 

о =  –  = ½ ∙ arccos2T –  при   0; о =  = ½ ∙ arccos2T при  = 0, 

где T – коэффициент пластического трения. 
 

ПОЛЕ ЛИНИЙ СКОЛЬЖЕНИЯ И НАПРЯЖЕНИЯ В СЕЧЕНИЯХ, НОРМАЛЬНЫХ К ОСИ 
ЗЕРНА  

В сечении, перпендикулярном к оси единичного зерна, поле линии скольжения (рис. 1 b) 

имеет прямолинейные - и криволинейные -линии скольжения. Аналогичное поле линий сколь-
жения было рассмотрено А.Д. Томленовым [19] при исследовании открытой прошивки закруг-

ленным пуансоном. При некоторой величине угла  = o прямолинейная линия скольжения ie 

пересекает ось симметрии под углом /4. Из рис. 1 b находим 

o = /4 –  = /4 – 0,5 ∙ arccos2T, 

где  – рассмотрен в формуле (1). 
Площадь mkie является областью пластического равновесия (застойная зона), которая дви-

жется вместе с зерном как жесткое тело. Границы этой области (линии ie и me) являются линиям 
разрыва скоростей. В тонком слое вдоль этих линий возникают значительные деформации. 

При  = 0 течение по поверхности зерна достигает наибольшей величины, ограниченной 

условием пластичности к = К (к – касательные напряжения, К – предел текучести на сдвиг в 

поверхностном слое заготовки). Этой величине соответствует: Т = 0,5 и  = /4.  

В области ieca семейство -линий скольжения имеет радиусы кривизны, центры которых 
расположены на линии k1k11. На контуре зерна радиус кривизны: 

Ro = r1 ∙ sin, 

где r1 – радиус контура зерна в рассматриваемом сечении. 
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Для любой точки зоны ieca радиус кривизны -линии скольжения в результате тех же выво-
дов, что и при получении уравнения (2), может быть определен из выражения:  

Ri = r1 ∙ [sin + cos ∙ (i – H)], 

где H, i – углы  для точек начала соответствующей -линии скольжения и пересечения кон-

тура зерна искомым радиусом Ri. 

Центр радиусов кривизны -линий скольжения области acq расположен в точке a, а радиус:  

R acq = r1 ∙ cos ∙ (/4 – H). 

В области qasn:  

R qasn = r1 ∙ [cos ∙ (/2 – H) – 0,5 2 ∙ (1 – /2)]. 

Зона snr имеет прямые ортогональные друг другу линии скольжения, расположенные к сво-

бодной поверхности под углом /4. 
На рис. 1 приняты обозначения: yЕ – глубина внедрения зерна; mi – участок, на котором 

происходит стружкообразование; D – точка перехода сферической части в коническую; mg и is 
– участки, на которых при движении зерна материал пластически оттесняется в наплыв. 

Совместив вершину зерна (точка А) с началом подвижной системы координат XYZ (см. рис. 
1), можем разложить действующую силу на тангенциальную Т (вдоль оси X) и нормальную Р 
(вдоль оси Y) составляющие:  

Т = Тд + Тзат + Ттр + Тдин; Р = Рд + Р 
зат + Р 

тр + Рдин, (3) 

где Тд , Рд , Тзат , Рзат , Ттр , Ртр , Тдин , Рдин – тангенциальные и нормальные составляющие, 
возникающие при пластическом деформировании, оттеснении и трении в заторможенной зоне, 
трении зерна о материал, а также динамические составляющие пластического деформирова-
ния. 

 
СИЛА ПЛАСТИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ  

На бесконечно малую площадку ds в любой точке поверхности зерна действуют элементар-
ные составляющие силы: 

dTд = n∙sin ∙ cos ∙ ds и dPд = n ∙ cos ∙ ds, (4) 

где ds = r2 ∙ sin ∙ d ∙ d; (5) 

n – напряжение, нормальное к поверхности зерна по данным работы [19]: 

n = –2K ∙ (1/2 + 5/4 +1 –  –  – GS + 0,5sin – ), (6) 

где 1 = /2 – 1 ∙ sin ui. (7) 

(ui – вертикальная составляющая скорости движения единичного зерна).  
После несложного вывода получим: 

.1
2 2

2 ctg tgδ
sinψ

1 ctg tg δ





 
=

+ 
 

Подставив формулы (6) и (5) в зависимости (4), получим: 

dTд = r2 ∙ K(p – 2 – 2) sin2 ∙ cos ∙ d ∙ d ; (8) 

dPд = r2 ∙ K(p – 2 – 2) ∙ cos ∙ d ∙ d ; (9) 

где р = 1 + sin2 + 5/2 + 21 – 2GS – 2. 

Здесь и далее угол 1 в целях упрощения вывода принят постоянным для данного 
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рассчитываемого уровня. В формулу (7) для определения 1 подставляем  = 0,5(G + E). При  

  E следует принимать 1 = –/2. 

Тангенциальная составляющая при G0: 

( )
( )

( )

д

В

В

G

2

T π 2 π / 2о 2
2 2 p 2 2ψ sin cosψ d dψ

2p 2 2ψ sin cosψ d dψК r 0о о

ψG 1 22 p 2 2ψ sin cosψ d dψ

π 2



  
    



  



= + − − −   
− −    

− − −     

   
 

После интегрирования получим выражение: 

Tд/K = r2(1 – sin0) ∙ [2p ∙ (AG – A0 ∙ sign0) – БG + Б0] + [2p ∙ (A0 ∙ sign0 – 

– AВ ∙ signВ) – Б0 + БВ] – (/2 – cos0 – 0 ∙ sin0) ∙ (AG – A0 ∙ sign0) – 

– 4(/2 –1) ∙ (A0 ∙ sign0 – AВ ∙ signВ) – (1 – sin1) ∙ p (AG – AВ ∙ signВ) ∙ БG + 

+ БВ + 4(cos1 + 1 ∙ sin1 – /2) ∙ (AG – AВ ∙ signВ), (10) 

где Ai = 0,5i – 0,25sin2i;  

Бi = i
2 – i ∙ sin2i – 0,5cos2i; i = arccos (1 – yi/r) при i = 0, В, E, G. (11) 

Выражения (11) введены для упрощения написания уравнения (10). Угол B следует прини-
мать исходя из условий: 

при   E , В = E , при   E , E = . 
Тангенциальная составляющая при  

G  0:Tд/K = r2[2 ∙ sin1 ∙ (p + 21) + 

+4(1 –  + cos1)] ∙ (AG – AВ ∙ signВ) – sin1 ∙ (БG – БE1. (12) 

Нормальная составляющая при G  0: 

( ) ( )

( )

д

.

G

В

G 1

В

P π 2 πо
2 p 2 2ψ cos d dψ p 2 2ψ cos d dψ

2K r ψ оо о

ψ

2 p 2 2ψ cos d dψ

π 2



     

 



  



= − −    + − −    +   


+ − −    

 
После интегрирования получим: 

Pд/K = r2 [(2–2o) ∙ (DG – D0 + AG – A0) +  (D0 – DE1 + A0 – AВ) – 

– (0,252 – 0
2) ∙ (sin2G ∙ sin0 ∙ sign0) – 0,52(sin20 ∙ sign0 – sin2E

1 ∙ signE
1) + 

+ (21–) ∙ (DG – DВ + AG – AВ) – (1
2 – 0,52) ∙ (sin2G – sin2В)], (13) 

где Di = (0,5p – i) ∙ sin2i ∙ signi; D1
i = (0,5p – i) ∙ sin2i при i = D, В, G. 

Нормальная составляющая при G  0: 

Pд/K = r2[DG – DB + AG – AE – 0,5(sin2G – sinB ∙ signB)] + 

+ (21–) ∙ (DG – DB + AG –AB) – (1
2 – 0,252) ∙ (sin2G – sin2B). (14) 

СИЛА НА ЗАТОРМОЖЕННОМ УЧАСТКЕ  
Эта составляющая силы согласно принятой схеме полей линий скольжения будет существо-

вать только при наличии составляющей скорости вдоль оси X. Заторможенный участок по мере 
движения единичного зерна вытесняется вверх по его образующей. 
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На этом участке сила складывается из двух составляющих: пластического оттеснения слоя 
gem и трения этого слоя о поверхность зерна. 

Вдоль линии ei (см. рис. 1) величина нормального напряжения остается неизменной. 

Если подставить в уравнение (6)  = 0, соответствующий Т = 0,5 на линии ei, и  = 0, то 
получим: 

n = -2K ∙ (0,5 +  + 1 – 0 –  – GS). (15) 

Между зерном и движущимся вверх материалом создается напряжение, возникающее в ре-
зультате трения в этой паре: 

к = 2т 
. К. (16) 

Сила на площадке dSзат определится из выражения: 

dTзат = n ∙ sin ∙ 0,5 2 ∙ dSзат – K ∙ cos ∙ 0,5 2 ∙ d  Sзат ; (17) 

dPзат = n ∙ cos ∙ dSзат + K ∙ sin ∙ dS1зат, (18) 

где dSзат = 2  r2  2  sin0  sin  d; dS1зат = 2r2 ∙ 0 ∙ sin ∙ d. (19) 

Подставив формулы (15), (16), (19) в уравнения (17) и (18) для всей поверхности затормо-
женного участка, получим: 

𝑇зат

𝐾∙𝑟2
= 2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑜 ∙ ∫ (𝑝1−2𝜑) ∙ 𝑠𝑖𝑛

2𝜑 ∙ 𝑑𝜑 − 4𝜇𝑇 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑜 ∙ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝜑 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑 ∙ 𝑑𝜑
𝜑𝐺
𝜑𝑜∙𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝑜

𝜑𝐺
𝜑𝑜

; 

𝑃зат

𝐾∙𝑟2
= 2√2 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑜 ∫ (𝑝1−2𝜑) ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜑 ∙ 𝑑𝜑 + 4𝜇𝑇 ∙ ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝜑 ∙ 𝑑𝜑

𝜑𝐺
𝜑𝑜

𝜑𝐺
𝜑𝑜

. 

Проинтегрируем выражения (11) и (12): 

Тзат/К = 2r2 ∙ sin0[p1 (AG – A0 ∙ sign0) – БG –  Б0 –T(sin2G – sin20 ∙ sign0)], (20) 

Pзат/К = 2r2 ∙ [ 2 ∙ sin0 ∙ (D1G – D10 + AG – A0) + T ∙ 0 ∙ (AG – A0)]. (21) 

В приведенных зависимостях: 

p1 = 1 + 2 + 21 – 20 – 2GS , D1i = (0,5p1 – i) ∙ sin2i ∙ signi , где i = 0,G . 

При 0G Tзат = Pзат = 0. 
 

СИЛА ТРЕНИЯ  
Сила трения на поверхности зерна обусловлена касательными напряжениями (16).  

Составляющие P и T касательного напряжения, направленные вдоль осей У и X, опреде-

лим проектированием равнодействующей K на соответствующие оси: 

 𝜏𝑃 =
𝜏к

√
1

𝑠𝑖𝑛2𝛿1
+𝑐𝑡𝑔2𝜙

 ; T = P
.сtg1. (22) 

В выражениях (15) угол 1 определится как 

tg1 = tg ∙ sinc , 

где c – средний угол  для участка поверхности, находящегося в контакте.  
Сила на площадке dS:  

dPтр = –P ∙ dS ;  (23) 

dTтр = T ∙ dS = – dPтр ∙ ctg . (24) 
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СИЛА ПРИ G  0  
После подстановки уравнений (5), (16) и (22) в формулу (23) получим: 

тр

B

B

1
G

T

G

1

1
ψP π 2 Esin d dψ sin d dψ

2 2
2 1 12 22K μ r 0 0 0ctg ctg

2 1 2 1sin δ sin δ
1 2

ψπ 2 0 0sin d dψ sin d dψ sin d dψ
2 sign 2 2 sign

0E 1 1 12 2 20 0 0ctg ctg ctg0
2 1 2 1 2 1sin δ sin δ sin δ

2 3 3




   


 


     

 
   

   
= + +   

−   + +

     
+  − −    

+ + +

,

ψ 00

0
 

 25 

где 1
1 , 1

2 , 1
3 находятся по уравнению (25) при значениях с, соответственно,  

с1 = 1/2 ; с2 = /4; с3 = 0/2 . 

Принимая sin   , ctg = 1/ и интегрируя уравнение (25), получим: 

Ртр/К = – 2т ∙ r2{{1 ∙ sin31
1{[G ∙ E1

G – ln(G+BG ∙ sin21
1)] – [B ∙ E1

B ∙ signB – ln(B ∙∙ 

signB + E1
B ∙ sin21

1)]} + /2 ∙ sin31
2{[ ∙ E11

B ∙ signB – ln(B ∙ signB + E11
B ∙ sin21

2)] ∙ 

(1 – signB)} – 0 ∙ sin31
3{[G ∙ E111

G – ln(G
1 + E111

G ∙ sin21
3)] – 

 [0 ∙ E111
o ∙ sign0 –ln(0 ∙ sign0 + E111

0 ∙ sin21
3)] ∙sign0}}}, (26) 

где 𝐸𝑖
1 =

√𝜙𝑖
2+𝑠𝑖𝑛2𝛿1

1

𝑠𝑖𝑛2𝛿2
1 ; 𝐸𝑖

11 =
√𝜙𝑖

2+𝑠𝑖𝑛2𝛿2
1

𝑠𝑖𝑛2𝛿2
1  ; 𝐸𝑖

111 =
√𝜙𝑖

2+𝑠𝑖𝑛2𝛿3
1

𝑠𝑖𝑛2𝛿3
1 . 

Согласно формуле (26): 

Ттр

К
= −

Ртр

К
⋅ 𝑐𝑡𝑔𝛿 . (27) 

При движении зерна параллельно поверхности ( = 0) нормальная составляющая согласно 
уравнению (26) обращается в ноль. Тангенциальная составляющая при этом условии будет 
иметь максимальное значение. Однако определить ее величину по уравнению (27) невозможно 
из-за неопределенности. 

Воспользовавшись формулами (24), (5) и полагая T = K ∙ sin = 2T ∙ K ∙ sin, получим: 

dTтр = 2T ∙ r2 ∙ K ∙ sin ∙ sin ∙ d ∙ d . 

Для всей поверхности, находящейся в контакте, эта составляющая рана: 

𝑇тр

𝐾
= 2𝑟2 ∙ 𝜇𝑇∙ [2 ∫ ∫ 𝑠𝑖𝑛𝜑 ∙ 𝑠𝑢𝑛𝜓 ∙ 𝑑𝜑 ∙ 𝑑𝜓 + 2 ∫ ∫ 𝑠𝑖𝑛𝜑 ∙ 𝑠𝑢𝑛𝜓 ∙ 𝑑𝜑 ∙ 𝑑𝜓

𝜑𝑜
𝑜

𝜋 2⁄

𝑜

𝜑𝐺
𝜑𝑜

𝜋 2⁄

𝜓0
] =4𝑟2 ∙ 𝜇𝑇 ∙

[𝑐𝑜𝑠𝛹𝑜 ∙ (𝑐𝑜𝑠𝜑𝑜 − 𝑐𝑜𝑠𝜑𝐺) + (1 − 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑜)]. (28) 

ДИНАМИЧЕСКАЯ СОСТАВЛЯЮЩАЯ СИЛЫ ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ  
В пластической области имеют место тангенциальные разрывы скоростей, которые в при-

нятом поле линий скольжения согласно совпадают с -линиями скольжения. Максимальные ка-
сательные напряжения на линиях разрыва равны К и, следовательно, сила пластического де-
формирования, рассчитанная по формулам (10), (12), (13) и (14), соответствуют статическому 
состоянию. 

Кроме указанной силы, на зерно действует дополнительная сила, связанная с изменением 
количества движения при переходе металла через поверхность разрыва. 
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Согласно [19], полное касательное напряжение на линии разрыва скоростей q0 = K ∙ qi , 
где qi – динамическое напряжение на линии разрыва:  

qi =  ∙ vn ∙ v ; (29) 

 – плотность материала; vn – нормальная компонента скорости на линии разрыва: 
 

 
 

Рис. 2. Годограф скоростей в сечении XY 
Fig. 2. Velocity hodograph in XY section 

𝑣𝜉𝑛 =
𝑢⋅𝑐𝑜𝑠𝜙+𝑣⋅𝑠𝑖𝑛𝜙⋅𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑐𝑜𝑠𝛽
 ; 

где v – тангенциальная компонента скорости на линии разрыва.  

𝑣𝜉 =
𝑢⋅𝑐𝑜𝑠𝜙+𝑣⋅𝑠𝑖𝑛𝜙⋅𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑠𝑖𝑛𝛽
. 

Скорости vn и v для любой точки поля определяются по годографу скоростей, приведен-
ному на рис. 2. 

Динамическая составляющая силы пластического деформирования может быть получена 
по уравнениям, аналогичным уравнениям (8) и (9)), после замены в них предела текучести на 
сдвиг динамическим напряжением qi (29). 

( ) ( )дин
G1

В

ψ22ρ r 2 2Т p 2 2ψ u cos v sin cosψ sin cosψ d d  .
sinβ cosβ 0


     




=  − −   +       



( ) ( )

( ) ( )

дин
В

G

G1

B

2 π 22ρ r 2
P p 2 2ψ u cos v sin cosψ sin cos d dψ

sinβ cosβ 0

ψ22ρ r 2
p 2 2ψ u cos v sin cosψ sin cos d d .

sinβ cosβ π 2


     




      




=  − −   +       + 




+  − −   +       


 

После интегрирования получим: 

𝑇дин =
𝜌∙𝑟2

2𝑠𝑖𝑛2𝛽

{
  
 

  
 

𝑢2[(𝐻𝐺 − 𝐻𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝐵) ∙ (𝑝 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜓1 − 2𝐹2 − 2) − 𝑠𝑖𝑛𝜓1 ∙ (𝑁𝐺 − 𝑁𝐵)] +

+𝑢 ∙ 𝑣 [
(𝑠𝑖𝑛4𝜑𝐺 − 𝑠𝑖𝑛

4𝜑𝐵) ∙ (𝑝2 ∙ 𝐹1 − 2𝐹4) − 1 16⁄ ∙ 𝐹1 ∙

∙ (𝑀𝐺 − 𝑀𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝐵)
] +

+𝑣2 {0,25(𝑀𝐺 − 𝑀𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝐵) ∙ [
𝑝 ∙ 𝐹3 − 2 9⁄ 𝑐𝑜𝑠2𝜓1 (

𝑐𝑜𝑠𝜓1 +
+3𝜓1 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜓1

)

− 4 3⁄ 𝐹2 + 14 9⁄ − 2𝐹3(𝑆𝐺 − 𝑆𝐵)
−]}

}
  
 

  
 

. (30) 

1 

ЕG /4-GS 
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v1

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  
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 𝑃дин =
𝜌∙𝑟2

𝑠𝑖𝑛2𝛽

{
  
 

  
 𝑢2 {

[𝜋(𝜑𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝐵 − 𝜑𝐵) + 𝜓1(𝜓1 − 𝜋 2 − 𝑝2⁄ )] ∙ (𝑐𝑜𝑠4𝜑𝐺 − 𝑐𝑜𝑠
4𝜑𝐵) −

− 𝜋 32 ∙ (𝑅𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝐵 − 𝑅𝐵) − 𝜓1 16 ∙ (𝑅𝐺 − 𝑅𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝐵)⁄⁄
} +

+𝑢 ∙ 𝑣 {
(𝑝 + 2 − 𝜋) ∙ (𝐻𝐺 − 𝐻𝐵) + [2𝐹2 + 𝑝 ∙ (1 − 𝑠𝑖𝑛𝜓1) − 𝜋] ∙

∙ (𝐻𝐺 − 𝐻𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝐵) − 𝑠𝑖𝑛𝜓1 ∙ (𝑁𝐺 − 𝑁𝐵)
} +

+ 𝑣2 2 {
[𝜋(𝜑𝐵 − 𝜑𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝐵) + 0,5𝑝2 ∙ 𝐹1 − 𝐹4] ∙ (𝑠𝑖𝑛

4𝜑𝐺 − 𝑠𝑖𝑛
4𝜑𝐵) +

+ 𝐹1 32(𝑀𝐺 − 𝑀𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝐵) + 𝜋 32(𝑀𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛𝜑𝐵 − 𝑀𝐵)⁄⁄
}⁄
}
  
 

  
 

. (31) 

В формулах (30) и (31): 

Hi = i – 0,25 ∙ sin4i; Mi = 12i – 8 ∙ sin2i + sin4i ; 

Ni = 0,5 ∙ sin22i – i ∙ sin4i – 22i ; Ri = 12i + 8 ∙ sin2i + sin4i ; 

Si = 1/3 ∙ sin3i ∙ (sini – 4i ∙ cosi) + sin2i – i ∙ sin2i + 2i при i = G,B;  

p2 = p – 2G + 2B  signB ; F1 = 21 + sin21; F2 = cos1 + 1 ∙ sin1; 

F3 = sin1 – 1/3 ∙ sin31 ; F4 = cos21 + 1 ∙ sin21 + 12–1 . 

Чтобы оценить значимость динамической составляющей в общем балансе сил, связанных 
с пластическим деформированием, нужно сравнить Тдин с Тд. Для этого достаточно найти отно-
шение динамического напряжения на линии разрыва к пределу текучести на сдвиг, то есть  

𝜆 =
𝑞𝑖

𝐾
=

𝜌⋅(𝑢⋅𝑐𝑜𝑠𝜙+𝑣⋅𝑠𝑖𝑛𝜙⋅𝑐𝑜𝑠𝜓)2

𝐾⋅𝑠𝑖𝑛𝛽⋅𝑐𝑜𝑠𝛽
. (32) 

Рассмотрим изменение этого отношения в зависимости от скорости соударения на частном 

примере ( = 0, T = 0,4, u = 0,  = 0,7 рад.), рассчитанного по выражению (32) и приведенного 
в таблице. 

В таблице значения К определены склерометрическим методом. Целесообразность учета 
динамической составляющей при расчете силы деформации появляется при скорости соуда-
рения свыше 50 м/с. Например, при дробеструйной обработке, при которой скорость полета 
дроби достигает 90 м/с [20], динамическая составляющая превышает 10%, и пренебрегать ею 
нельзя. 

 

Зависимость  от скорости соударения 

 dependence on impact velocity 

Марка материала , кг/м3 К, МПа 
V, м/с 

1 10 25 50 100 

30ХГСА 7,85  103 9690 1,57  10-5 1,57  10-3 9,81  10-3 3,92  10-2 0,157 

Д16Т 2,78  103 314 1,22  10-5 1,22  10-3 7,65  10-3 3,06  10-2 0,122 

 
При таких видах обработки, как гидроструйная (скорость до 30 м/с), в уплотненном потоке 

свободного абразива (скорость до 25 м/с [21]), объемная вибрационная (скорость до 2 м/с) и 
галтовочная (скорость менее 1 м/с) динамические составляющие не превышают 1% и потому в 
инженерных расчетах могут не учитываться. 

Уравнения (3) можно представить в следующем виде: 

T = K ∙ r2 ∙ fT + Tдин; Р = K ∙ r2 ∙ fр + Рдин, 

где fT и fр – безразмерные функции, зависящие от E = уЕ/r ,  ,  и T ; 

( ) ,д зат тр
1

f T T T
T 2K r
=  + +

  

𝑓Р =
1

𝐾 ⋅ 𝑟2
⋅ (Рд + Рзат + Ртр). 
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Рис. 3. Зависимость fT и fP от εE: 1, 2, 3 – fT (εE) при γ=55°, μT=0,4 и δ=0, -30° и +30° соответственно; 4 – fT (εE) при 
γ=36°, μT=0,4 и δ=-30°; 5, 6 – fP (εE) при γ=55°, μT=0,4 и δ=0 и -30° соответственно; 7 – fP (εE) при γ=36°, μT=0,4 и δ=-30°; 8 

– fP (εE) при γ=55°, μT=0,125 и δ= -30° 
Fig. 3. fT and fP dependence on εE: 1, 2, 3 – fT (εE) at γ=55°, μT=0.4 and δ=0, -30° and +30° respectively; 4 – fT (εE) at γ=36°, 

μT=0.4 and δ=-30°; 5, 6 – fP (εE) at γ=55°, μT=0.4 and δ=0 and -30° respectively; 7 – fP (εE) at γ=36°, μT=0.4 and  
δ=-30°; 8 – fP (εE) at γ=55°, μT=0.125 and δ= -30° 

 

Значения составляющих сил определялись по уравнениям (10), (12), (20), (27) и (28) – для fT 
и по уравнениям (13), (14), (21) и (26) – для fР. 

Введение функций fT и fР существенно упрощает вычисление сил. Рассчитанные на ЭВМ, 
они могут быть табулированы или представлены в виде номограмм. На рис. 3 приведены ре-

зультаты расчета этих функций в зависимости от относительной глубины внедрения E = yE/r 

при некоторых значениях  ,  и T. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложенная методика расчета сил резания на единичном зерне позволяет рассчитывать 

общую силу на площади контакта абразивного инструмента с заготовкой и перейти к определе-
нию удаляемого в процессе резания объема материала. 
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