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Резюме. Цель исследования заключается в развитии системного подхода к оценке динамических форм вза-

имодействий элементов механических колебательных систем, используемых в качестве расчетных схем техни-
ческих объектов транспортного или технологического назначения. Методологической основой исследования яв-
ляется структурное математическое моделирование, в рамках которого механическая колебательная система (с 
конечным числом степеней свободы) сопоставляется со структурной схемой эквивалентной в динамическом от-
ношении системы автоматического управления. Объектом исследования служит семейство механических коле-
бательных систем с конечным числом степеней свободы, находящихся под воздействием связных силовых гар-
монических возмущений. В качестве предмета исследования выступает совокупность динамических состояний 
технического объекта, вызванных приложением на различных частотах синфазных внешних силовых возмуще-
ний, которые характеризуются коэффициентом связности. Для семейства цепных механических колебательных 
систем с двумя степенями свободы разработан метод интерпретации совокупности динамических состояний в 
виде ориентированных графов. Разработан формальный метод построения графа совокупности динамических 
состояний на основе амплитудно-частотных характеристик передаточных функций системы. Показано, что в рам-
ках разработанной интерпретации графы динамических состояний могут рассматриваться как своеобразные ин-
варианты, сохраняющиеся на множествах параметров механических колебательных систем. На методологиче-
ской базе структурного математического моделирования разработана концепция динамических инвариантов, в 
рамках которой совокупность динамических инвариантов может быть использована для обобщенной оценки мно-
гообразия динамических состояний и форм динамических взаимодействий элементов механических колебатель-
ных систем. Предложенная концепция динамических инвариантов расширяет методологию структурного матема-
тического моделирования применительно к задачам системного анализа обеспечения безопасности работы тех-
нических объектов транспортного и технологического назначения, находящихся в условиях связных вибрацион-
ных нагружений. 
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жимы динамического гашения колебаний, динамические формы взаимодействий, динамические инварианты 
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Abstract. We present a system approach to evaluating dynamic forms of interactions between elements of mechan-

ical oscillatory systems, which can be applied as design diagrams of engineering objects used for transport or technology 
purposes. The approach of structural mathematical modelling was used, where a mechanical oscillatory system (with the 
finite number of freedom degrees) is compared to the block diagram of a dynamically equivalent automatic control sys-
tem. The research object was represented by a family of mechanical oscillatory systems with the finite number of free-
dom degrees under the action of connected force harmonic disturbances. The main research focus was on a set of dy-
namic states of an engineering object, which are caused by the application of common-phase external force disturbances 
at various frequencies and characterised by a connection coefficient. For a family of chain mechanical oscillatory sys-
tems with two degrees of freedom, a method for interpreting a set of dynamic states in the form of oriented graphs was 
developed. A method for constructing a population graph of dynamic states based on the frequency response of system 
transfer functions was developed. Within the framework of the developed interpretation, the graphs of dynamic states can 
be considered as peculiar invariants that persist on sets of mechanical oscillatory system parameters. Using the method-
ology of structural mathematical modelling, a concept of dynamic invariants was developed, according to which the total i-
ty of dynamic invariants can be used to provide a general evaluation of the variety of dynamic states and forms of dy-
namic interactions between the elements of mechanical oscillatory systems. The proposed concept of dynamic invariants 
extends the methodology of structural mathematical modelling in relation to the problems of system analysis for ensuring 
the safety of engineering objects for transport and technology purposes under the conditions of connected vibrational 
loading. 

Keywords: mechanical oscillatory systems, structural mathematical modeling, modes of dynamic vibration damping, 
dynamic forms of interactions, dynamic invariants 
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ВВЕДЕНИЕ 

Вопросам безопасности работы техниче-
ских объектов уделяется значительное вни-
мание [1–3]. Требования к динамическому 
качеству функционирования узлов техниче-
ских объектов, реализация режимов динами-
ческого гашения колебаний, необходимость 
настройки вибрационных полей технологиче-
ских машин, особенности управления дина-
мическими эффектами в целях повышения 
производительности технологических про-
цессов предопределяют внимание к разви-
тию методологической базы для решения 
широкого круга задач динамики технических 
объектов, находящихся в условиях вибраци-
онных нагружений [4–9]. 

Методологической основой решения ши-
рокого круга задач динамики с расчетными 
схемами в виде механических колебатель-
ных систем служат методы структурного ма-
тематического моделирования [10]. В рамках 
структурного математического моделирова-
ния механические колебательные системы 
сопоставляются со структурными схемами 
эквивалентных в динамическом отношении 
систем автоматического управления. Для 

оценки, контроля и реализации особенностей 
динамических взаимодействий элементов 
механических колебательных систем в усло-
виях вибрационных нагружений используется 
понятие о динамической податливости, пред-
ставляющее собой передаточное отношение, 
построенное на основе структурной схемы 
механической колебательной системы. 

Методы структурного математического 
моделирования получили широкое распро-
странение в решении задач вибрационной 
защиты и виброизоляции [11–14]. Структур-
ное математическое моделирование нашло 
свое применение к решению ряда частных 
задач, связанных с оценкой динамических 
особенностей сочленений [15], дополнитель-
ных связей [16], связей, обладающих не-
удерживающим характером [17–18]. 

Определенное развитие получила мето-
дология структурного математического мо-
делирования в направлении решения задач 
оценки   динамических состояний и форм 
взаимодействий элементов технических объ-
ектов транспортного и технологического 
назначения [19–21]. 

Вместе с тем методология оценки дина-



 

2022. Т. 26. № 3. С. 368–385. ISSN 2782-4004 (print) 

2022;26(3):368-385. ISSN 2782-6341 (online) 

 

370 
 

https://ipolytech.ru 
 

 

мических состояний и форм взаимодействий 
элементов механических колебательных си-
стем, находящихся под воздействием внеш-
них возмущений, недостаточно детализиро-
вана для учета условий, отображающих 
связность амплитуд внешних синфазных си-
ловых возмущений. 

Статья посвящена развитию представле-
ний о динамических формах взаимодействий 
элементов механических колебательных си-
стем с двумя степенями свободы, находя-
щихся под воздействием связных внешних 
возмущений силовой природы. 

 
МЕХАНИЧЕСКАЯ КОЛЕБАТЕЛЬНАЯ 
СИСТЕМА С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ 
СВОБОДЫ 

Рассматривается механическая колеба-
тельная система с двумя степенями свобо-
ды, образованная массоинерционными эле-
ментами m1, m2, которые связаны между со-
бой, и с опорными поверхностями с помощью 
упругих элементов с жесткостями k1, k2, k3 

(рис. 1). Под воздействием внешних гармо-
нических синфазных силовых возмущений Q1 
и Q2 элементы m1, m2 совершают малые 
установившиеся колебания. В качестве 
обобщенных координат рассматриваются 
смещения y1, y2 массоинерционных элемен-
тов m1, m2 относительно положения статиче-
ского равновесия. 

На основе формализма Лагранжа с ис-
пользованием функций потенциальной и ки-
нетической энергий вида 

2 2 2

1 1 2 2 1 3 2

1 1 1
П ( ) ,

2 2 2
k y k y y k y     (1) 

2 2

1 1 2 2

1 1

2 2
m y m y      (2) 

строится система дифференциальных урав-
нений с учетом нулевых начальных условий: 

1 1 1 2 1 2 2 1( ) ,m y k k y k y Q      (3) 
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Рис. 1. Расчетная схема технического объекта 
Fig. 1. Loading diagram of a technical object 

 
Система (3)–(4) дифференциальных 

уравнений под действием преобразования 
Лапласа [22] преобразуется к системе алгеб-
раических уравнений относительно изобра-
жений 

1 ,y  
2 ,y  рассматриваемых как функ-

ции комплексного переменного ,p j   

1 :j    

2

1 1 2 1 2 2 1( ) ;m p k k y k y Q      (5) 

2

2 1 2 2 3 2 2( ) .k y m p k k y Q       (6) 

На основе известных методов [10, 21] ал-
гебраическую систему (5)–(6) сопоставляют 
со структурной схемой эквивалентной в ди-
намическом отношении системой автомати-
ческого управления (рис. 2).  

 

2k

2k
2

1 1 2

1

m p k k 
2

2 2 3

1

m p k k 

1Q
1y

2y

2Q

 
 

Рис. 2. Структурная схема механической колебательной системы на рис. 1 
Fig. 2. Block diagram of a mechanical oscillatory system in Fig. 1 
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Объектом, динамическое состояние кото-
рого оценивается, выбран массоинерцион-
ный элемент m1 с координатой y1. При усло-
вии, что внешнее силовое воздействие Q1 
приложено к массоинерционному элементу 
m1 (Q1 ≠ 0, Q2 = 0), особенности динамиче-
ских взаимодействий объекта могут быть вы-
ражены передаточной функцией системы в 
виде: 

2

2 2 31
11

1

( )
( )

m p k ky
W p

Q A p

 
  ,        (7) 

где 

2

1 1 2

2 2

2 2 3 2

( ) ( )

( ) .

A p m p k k

m p k k k

   

   
  (8) 

– характеристический многочлен.  
Если объектом для оценки динамических 

свойств выбирается массионерционный эле-
мент m2 с координатой y2, то особенности 
взаимодействий при условии (Q1 = 0, Q2 ≠ 0) 
могут быть представлены передаточной 
функцией вида: 

2

1 1 1 2
22

2

( ) .
( )

y m p k k
W p

Q A p

 
    (9) 

После замены p j   передаточная 

функция системы (7)  может быть представ-
лена в виде амплитудно-частотной характе-
ристики: 

2

2 2 3
11 2 2 2

1 1 2 2 2 3 2

( ) .
( )( )

m k k
A

m k k m k k k




 

  


      
 (10)  

Амплитудно-частотная характеристика 
(10) отображает совокупность таких особен-
ностей взаимодействий объекта, как динами-
ческое гашение колебаний (рис. 3, т. 3) и ре-
зонанс (рис. 3, т. 1 и 2). Существенные осо-
бенности динамической податливости отоб-
ражаются положительными ветвями графика 
амплитудно-частотной характеристики 
(рис. 3, линия 1, линия 3), отрицательными 
ветвями (рис. 3, линия 2, линия 4), резонан-
сами (рис. 3, т. 1 и 2) и режимом обнуления 
амплитуды колебания (рис. 3, т. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика передаточной функции:  
1, 3 – положительные ветви графика; 2, 4 – отрицательные ветви графика;  

т. 1 – первая собственная частота ω1; т. 2 – вторая собственная частота ω2;  
т. 3 – частота динамического гашения колебаний ω0 

Fig. 3. Amplitude-frequency characteristic of the transfer function: 1, 3 – positive legs of the graph; 2, 4 – negative legs of the 
graph; p. 1 – the first natural frequency ω1; p. 2 – the second natural frequency ω2; p. 3 – the frequency of dynamic damping 

of oscillations ω0 
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b 

 

 
c 

 

 
d 

Рис. 4. Формы динамических взаимодействий объекта: а, с – «положительная» форма взаимодействия, 1 – график 
внешнего возмущения Q1 на частоте ω = 1 рад/с, 2 – график смещения координаты y1;  

b, d – «отрицательная»  форма взаимодействия, 3 – график внешнего возмущения Q1 на частоте ω = 0,2 рад/с,  
4 – график смещения координаты y1 

Fig. 4. Forms of dynamic interactions of the object: а, с – ‘positive’ interaction form, 1 – graph of the external disturbance Q1 
at the frequency of ω = 1 rad/s, 2 – graph of the y1 coordinate displacement; b, d – ‘negative’ interaction form, 3 – graph of 

the external disturbance Q1 at the frequency of ω = 0.2 rad/s, 4 – graph of the y1 coordinate displacement 
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Совокупности динамических особенно-
стей, представленных амплитудно-частотной 
характеристикой (см. рис. 3), могут быть 
отображены с помощью ориентированных 
графов [23, 24].  

Форма динамического взаимодействия 
объекта считается «положительной», если 
направленности движения элемента в виде 
синусоиды (рис. 4 а) совпадают с направлен-
ностью, взятой за базовую, изменения внеш-
него силового возмущения (рис. 4 с). Форма 
динамического взаимодействия объекта счи-
тается «отрицательной», если направлен-
ность его движения (рис. 4 b) противополож-
на направленности изменений внешнего си-
лового возмущения Q1 (рис. 4 d).  

На основе амплитудно-частотной харак-
теристики 

1 1 ( )y Q   (см. рис. 3) совокупность 

динамических форм взаимодействий объек-
та, рассматриваемая в границах частотного 
диапазона (0, ω0), может быть представлена 
графом (рис. 5) 

G = {V, E},     (11) 

где множество вершин V = {v1,v2} отображает 
совокупность динамических форм взаимо-
действий объекта, а множество дуг E = {e1} 
отображает динамические состояния.  

В частности, вершина v1 = «+» отображает 
«положительную» форму взаимодействий 
объекта на интервале (0, ω1), которая соот-
ветствует положительной ветви амплитудно-
частотной характеристики на интервале (0, 
ω1) (см. рис. 3, линия 1); вершина v2 = «-» 
отображает «отрицательную» форму взаи-

модействий объекта на интервале (ω1, ω0), 
где ω0 – частота обнуления амплитуды коле-
бания объекта (см. рис. 3, т. 3). Вершина v2 
соответствует отрицательной ветви ампли-
тудно-частотной характеристики на интерва-
ле (ω1, ω0) (см. рис. 3, линия 2). Дуга 
e1 = <(v1, v2), ∞; ω = ω1> отображает динами-
ческое состояние резонанса на первой соб-
ственной частоте ω1 (см. рис. 3, т. 1). 

 

1  

1v

2v

1e
  





1(0, ) 

1 0( , )  

 
 

Рис. 5. Ориентированный граф G = {V, E} динамических 
форм взаимодействий объекта на интервале (0, ω0) 

Fig. 5. Oriented graph G = {V, E} of dynamic forms of object 
interactions on the interval (0, ω0) 

 
Особенности динамических форм взаи-

модействий объекта на фиксированном ча-
стотном интервале, представленные ампли-
тудно-частотной характеристикой (см. рис. 3), 
могут быть отображены ориентированным 
графом (см. рис. 5) в ограниченном частот-
ном диапазоне (0, ω0). 

Для оценки всей совокупности динамиче-
ских форм взаимодействий объекта на осно-
ве амплитудно-частотной характеристики 
(см. рис. 3) может быть построен граф 
G = {V,E}, взаимно-однозначно отображаю-
щий с помощью вершин динамические фор-
мы в частотной области (0, ∞) (рис. 6 а). 
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a        b        c       d 
Рис. 6. Динамические формы взаимодействий объекта в виде ориентированных графов  (@ – условное состояние 

«покоя-запирания»): а – граф G = {V, E}; b – граф G’= {V’, E’}; с – граф G’’= {V’’, E’’}; d – граф G’’’= {V’’’, E’’’} 
Fig. 6. Dynamic forms of object interactions in the form of oriented graphs (@ – conditional rest-shutoff state): a – G graph = 

{V, E}; b – G’ graph = {V’, E’}; c – G’’ graph = {V’’, E’’}; d –G’’’ graph = {V’’’,E’’’} 
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Наравне с совокупностью динамических 
форм взаимодействий, распределенных по 
частотным интервалам, может быть рас-
смотрена совокупность динамических форм 
взаимодействий с обобщенной точки зрения, 
учитывающей только направленность движе-
ния без привязки к частотному интервалу. В 
рамках указанного обобщения для отображе-
ния фактически двух совокупностей динами-
ческих форм взаимодействий на основе гра-
фа G (рис. 6 а) может быть рассмотрен граф 
G’ (рис. 6 b) путем отождествления между 
собой вершин одинаковой направленности. 
Знак «@» отображает условные, отождеств-
ленные между собой по критерию равенства 
нулю амплитуд колебаний, состояния обну-
ления или запирания амплитуды колебания 
по мере неограниченного роста частоты 
внешнего возмущения и состояние покоя си-
стемы, «предшествующее» приложению 
внешнего возмущения (условное состояние 
«покоя-запирания»). 

В развитии подхода, связанного с обоб-
щением представлений о динамических 
формах взаимодействий объектов механиче-
ских колебательных систем, может быть рас-
смотрено понятие формы «как таковой» без-
относительно ее направленности с целью 
определения наиболее обобщенных харак-
теристик динамических форм. Для передачи 
представлений о динамических формах без 
учета их направленностей может быть по-
строен граф G’’ = {V’’, E’’} (см. рис. 6 с), в ко-
тором формы одинаковых и противополож-
ных направленностей отождествлены между 
собой и представлены одной вершиной. 

Свойства динамической формы взаимо-
действий, выбранной в качестве предмета 
оценки из совокупности всех динамических 
особенностей объекта, могут быть представ-
лены графом, в котором соответствующая 
динамическая форма отображена вершиной, 
а все остальные динамические особенности 
представлены одной обобщенной вершиной, 
петлями и связующими дугами (см. рис. 6 d).  

Перераспределение между массоинерци-
онными элементами m1 и m2 двух зависимых 
силовых возмущений Q1 и Q2, приложенных к 
соответствующим элементам, с учетом связи 
в виде  

Q2 = γ Q1,      (12) 

существенным образом может изменить-
ся в зависимости от коэффициента связности 

γ ∈ (-∞, ∞) и совокупности динамических 
форм взаимодействий объекта механической 
колебательной системы. 

Цель исследования заключается в разра-
ботке методологического подхода к оценке 
совокупности динамических форм взаимо-
действий массоинерционного элемента ме-
ханической колебательной системы, нахо-
дящейся под воздействием параметрическо-
го семейства внешних гармонических син-
фазных возмущений силовой природы. 

 
МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Математическая модель. Рассматри-
вается механическая колебательная система 
(см. рис. 1) с учетом зависимых внешних 
воздействий (12), характеризуемых коэффи-
циентом связности γ. С учетом зависимости 
внешних возмущений (12) система уравнений 
(5) и (6) принимает вид: 

2

1 1 2 1 2 2 1( )m p k k y k y Q   
;  (13) 

2

2 1 2 2 3 2 1( )k y m p k k y Q     
. (14) 

Соответствующая уравнениям (13)–(14) 
структурная схема (см. рис. 2) принимает вид 
(рис. 7), учитывающий в своем составе  
коэффициент связности γ внешних возмуще-
ний. 

Структурная схема (см. рис. 7) может 
быть приведена к координате объекта, дина-
мическое состояние которого оценивается 
(рис. 8). 

На основе структурной схемы (см. рис. 8) 
для оценки динамических особенностей объ-
екта системы с учетом коэффициента связно-
сти γ внешних воздействий может быть рас-
смотрена передаточная функция системы: 

2

2 2 3 21
11

1

( , )
( )

m p k k ky
W p

Q A p

   
  

.  (15) 
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Рис. 7. Структурная схема (рис. 2) механической колебательной системы  
(см. рис. 1) с учетом коэффициента связности γ 

Fig. 7. Block diagram (Fig. 2) of a mechanical oscillatory system (see Fig. 1) taking into account the connectivity coefficient γ 
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Рис. 8. Приведенная к объекту m1 структурная схема 
Fig. 8. Block diagram reduced to the object m1 

 
В физическом плане при замене p = jω 

передаточное отношение (15) представляет 
собой податливость системы, в общем слу-
чае зависящей от частоты внешнего силово-
го воздействия ω. Множество податливостей 
для всевозможных частот ω представляет 
собой совокупность динамических состояний 
и форм взаимодействий. 

Формы динамических взаимодействий 
объекта системы с учетом связности 
внешних силовых возмущений. Для уста-
новления зависимости динамических форм 
взаимодействий от коэффициента связности 
внешних возмущений преобразуем характе-
ристический многочлен (8) к виду, учитыва-
ющему явный вид парциальных частот n1, n2, 
и частот Δ1, Δ2 отдельных фрагментов си-
стемы: 

4

1 2

2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 1

( ) (

( ) ),

p j
A p m m

n n n n

 
  

     
   (16) 

где 

2 1 2
1

1

,
k k

n
m


      (17) 

2 2 3
2

2

,
k k

n
m


    (18) 

2 2
1

1

,
k

m
      (19) 

2 2
2

2

k

m
      (20) 

– характерные частоты системы. 
В новых обозначениях n1, n2, Δ1, Δ2 (17)–

(20) собственные частоты системы ω1, ω2 
принимают следующий вид: 
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2
2 2 2 2

2 2 21 2 1 2
1 1 1 ;

2 2

n n n n  
     

 
  (21) 

2
2 2 2 2

2 2 21 2 1 2
2 1 1 .

2 2

n n n n  
     

 
  (22) 

Передаточное отношение (15) в обозна-
чениях (17)–(20) имеет вид: 

1
11

1

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

( , )

( ( ))
,

( )( )

p j

y
W p

Q

m n

m m

 
  

    


   

 (23) 

где коэффициент связности внешних воздей-
ствий γ пробегает все возможные действи-
тельные значения, т.е.  -∞ < γ < ∞. Выражение 

2 2

2 2n    для фиксированного коэффициента 

γ определяет функциональные особенности 
передаточного отношения (23), зависящего от 

частоты внешнего возмущения ω.  
Для определения совокупностей динами-

ческих особенностей объекта механической 
колебательной системы необходимо рас-
смотреть возможные варианты внешнего 
возмущения, характеризуемые интервалами 
и критическими значениями коэффициента 
связности γ. 

1. Пусть для коэффициента связности γ 
выполнено условие: 

 

0 ,        (24) 

где 
2 2

0 2 2n     – критическое значение, за-

висящее от собственных характеристик си-
стемы (17)–(20). Существенные особенности 
передаточного отношения (23) определяются 
расположением собственных частот ω1 и ω2 
системы относительно значения выражения 

2 2

2 2n    (см. табл. 1).  

Динамические особенности (см. табл. 1) 
могут быть представлены графом динамиче-
ских состояний и динамических форм взаи-
модействий (рис. 9 а, b). 

Таблица 1. Особенности передаточного отношения 
11( , )

p j
W p

 
  для 0    

Table 1. Features of the transfer ratio 
11( , )

p j
W p

 
  for 

0    

Частоты ω [0] (0, ω1) [ω1] (ω1, ω2) [ω2] (ω2, ∞) 

11( , )
p j

W p
 

  
11( ,0)W   – ∞ + ∞ – 
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а             b 

Рис. 9. Совокупности динамических форм взаимодействий объекта механической колебательной системы:  
а – граф G11 = {V11, E11}; b – граф G12 = {V12, E12} 

Fig. 9. Sets of dynamic forms of interactions of an object of a mechanical oscillatory system: a – G11 graph = {V11, E11};  
b – G12 graph = {V12, E12} 
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С учетом условий связности внешних сил 
(24) существенной особенностью является 
отсутствие состояния обнуления амплитуды 
колебания объекта на какой-либо частоте 
внешнего возмущения. 

2. Рассматривается критическое значение 
параметра связности: 

0.        (25) 

Передаточное отношение (15) при усло-
вии (25) принимает вид: 

2

1 2
11 2 2 2 2

1 1 2 1 2

( , ) .
( )( )p j

y m
W p

Q m m 

 
  

   
 (26) 

Особенности динамических форм взаи-
модействий объекта с учетом условия (25) 
определяются собственными частотами ω1 и 
ω2 системы (табл. 2).  

Совокупность динамических особенно-
стей (см. табл. 2) может быть представлена 
графами G21, G22 (рис. 10 а, b). 

Рассмотренная совокупность динамиче-
ских особенностей может быть охарактери-
зована вырожденным состоянием обнуления 
амплитуды колебания объекта. 

3. Рассматривается γ коэффициент связ-

ности, удовлетворяющий условиям: 

0 1    
,     (27) 

где критическое значение γ1 является реше-
нием уравнения: 

2 2 2

2 1 2 1n    
.     (28) 

При условии (27) передаточное отноше-
ние (15) принимает следующий вид: 

2 2

2 01
11 2 2 2 2

1 1 2 1 2

( )
( , ) ,

( )( )p j

my
W p

Q m m 

  
  

   
(29) 

где выражение 

2 2 2

0 2 2n   
      (30) 

определяет частоту ω0 обнуления амплитуды 
координаты y1 на интервале ω0∈(0, ω1). 

Особенности динамических форм взаи-
модействий элемента m1 определяются ча-
стотой ω0 обнуления амплитуды координаты 
y1 и собственными частотами ω1 и ω2 систе-
мы (табл. 3).  

Таблица 2. Особенности передаточного отношения 
11( , )

p j
W p

 
  для 0    

Table 2. Features of the transfer ratio 
11( , )

p j
W p

 
  for 0    

Частоты ω [0] (0, ω1) [ω1] (ω1, ω2) [ω2] (ω2, ∞) 

11( , )
p j

W p
 

  0 – ∞ + ∞ – 
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Рис. 10. Совокупности динамических форм взаимодействий: а – граф G21 = {V21, E21}; b – граф G22 = {V22, E22} 
Fig. 10. Sets of dynamic forms of interactions: а – G21 graph = {V21, E21}; b – G22 graph = {V22, E22} 
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Таблица 3. Особенности передаточного отношения 11( , )
p j

W p
 

  для 0 1      

Table 3. Features of the transfer ratio 11( , )
p j

W p
 

  for 0 1      

Частоты ω [0] (0, ω0) [ω0] (ω0,ω1) [ω1] (ω1,ω2) [ω2] (ω2, ∞) 

11( , )
p j

W p
 


 11( ,0)W 

 
+ 0 – ∞ + ∞ – 

 
Совокупность динамических форм взаи-

модействий объекта может быть представ-
лена графами G31 и G32 (рис. 11).  

Приближение коэффициента связности γ 
к γ1 может интерпретироваться как сближе-
ние частоты ω0 с частотой ω1. 

4. Рассматривается критическое значение 
коэффициента связности 

γ = γ1,     (31) 

которое определяется из равенства  

2 2 2

2 1 2 1 .n        (32) 

При выполнении условия (31) передаточ-
ное отношение (15) принимает вид: 

1 2
11 2 2

1 1 2 2

( , ) .
( )p j

y m
W p

Q m m 


  

 
  (33) 

Особенности форм взаимодействий эле-
мента m1 определяются совпадением часто-
ты ω0 с частотой ω1 системы (табл. 4). 

Совокупности динамических форм взаи-
модействий объекта механической колеба-
тельной системы могут быть представлены 
графом G41 (рис. 12). 
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Рис. 11. Совокупности динамических форм взаимодействий объекта для коэффициента связности 0 1 :      

а – граф G31 = {V31, E31}; b – граф G32 = {V32, E32} 

Fig. 11. Sets of dynamic forms of object interactions for the connectivity coefficient 0 1 :       

а – G31 graph = {V31, E31}; b – G32 graph = {V32, E32} 

 

Таблица 4. Особенности передаточного отношения 11( , )
p j

W p
 

  для 1    

Table 4. Features of the transfer ratio 11( , )
p j

W p
 

  for 1    

Частоты ω [0] (0, ω2) [ω2] (ω2, ∞) 

11( , )
p j

W p
 

  
11( ,0)W   + ∞ – 
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Рис. 12. Представление совокупности динамических 

особенностей в виде графа G41 = {V41, E41} 
Fig. 12. Representation of a set of dynamic features in the 

form of a graph G41 = {V41, E41} 

 
Особенностью рассмотренной совокупно-

сти динамических форм взаимодействий 
объекта является отсутствие динамического 
состояния обнуления амплитуды колебания 
объекта. 

5. Рассматривается значение коэффици-
ента связности γ, удовлетворяющее усло-
вию: 

1 2    
,     (34) 

где критические значения γ1<0 и γ2>0 явля-
ются решениями уравнений: 

2 2 2

2 1 2 1n    
;     (35) 

2 2 2

2 2 2 2n    
.     (36) 

При условии (34) передаточное отноше-
ние (15) принимает вид: 

1
11

1

2 2

2 0

2 2 2 2

1 2 1 2

( , )

( )
,

( )( )

p j

y
W p

Q

m

m m

 
  

  


   

  (37) 

где выражение 
2 2 2

0 2 2,n     зависящее от 

коэффициента связности γ, определяет зна-
чение ω0 частоты обнуления координаты y1. 
Особенности динамических форм взаимо-
действий элемента m1 определяются тем, 
что частота ω0 обнуления амплитуды коор-
динаты y1 находится между собственными 
частотами ω1 и ω2 (табл. 5).  

Соответствующие совокупности динами-
ческих состояний и форм динамических вза-
имодействий элементов системы могут быть 
отображены посредством графов G51, G52 
(рис. 13 а, b). 

Таблица 5. Особенности передаточного отношения 11( , )
p j

W p
 

  для 1 2      

Table 5. Features of the transfer ratio  11( , )
p j

W p
 

 for 1 2      

Частоты ω [0] (0, ω1) [ω1] (ω1, ω0) [ω0] (ω0,ω2) [ω2] (ω2, ∞) 

11( , )
p j

W p
 


 11( ,0)W 

 
+ ∞ – 0 + ∞ – 
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а             b 
Рис. 13. Совокупности форм динамических взаимодействий: а – граф G51 = {V51, E51}; b – граф G52 = {V52, E52} 

Fig. 13. Sets of forms of dynamic interactions: а – G51 graph = {V51, E51}; b – G52 graph = {V52, E52} 
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Представленные ориентированные графы 
отображают динамические особенности, для 
которых «переход» от «отрицательных» 
форм взаимодействий к «положительным» 
формам реализуется с помощью состояния 
обнуления амплитуды объекта, а «переход» 
от «положительных» форм к «отрицатель-
ным» реализуется с помощью состояния ре-
зонанса.  

6. Рассматривается критическое значение  

γ = γ2     (38) 

коэффициента связности внешних возмуще-
ний, определенное из условий совпадения 
частоты обнуления ω0 и второй собственной 
частоты ω2: 

2 2 2

2 2 2 2.n        (39) 

Передаточное соотношение (15) прини-
мает вид: 

1 2
11 2 2

1 1 2 1

( , ) .
( )p j

y m
W p

Q m m 


  

 
  (40) 

Соответствующие передаточному отно-
шению (40) особенности динамических форм 
взаимодействий объекта определяются сов-
падением частоты ω0 с частотой ω2 (табл. 6). 

Совокупность динамических форм взаи-
модействий (см. табл. 6) может быть отобра-
жена графами G61 и G62 с учетом вариантов 
обобщения динамических форм взаимодей-
ствий объекта (рис. 14).  

Особенность рассматриваемой динами-
ческой совокупности заключается в отсут-
ствии динамического состояния обнуления 
координаты объекта. 

7. Рассматривается значение γ коэффи-
циента связности внешних возмущений, удо-
влетворяющее условию: 

2  
,    (41) 

где критическое значение γ2 определяется 
условием (39) совпадения частоты ω0 обну-

ления координаты y1 со второй собственной 
частотой ω2. 

+

-
@
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Рис. 14. Совокупность динамических особенностей  
в виде графа G61 = {V61, E61} 

Fig. 14. Set of the dynamic features in the form  
of a graph G61 = {V61, E61} 

Передаточное отношение (15) принимает 
вид: 

1
11

1

2 2

2 0

2 2 2 2

1 2 1 2

( , )

( )
,

( )( )

p j

y
W p

Q

m

m m

 
  

  


   

    (42)  

где 
2 2 2

0 2 2n     определяет частоту обну-

ления координаты y1. 
Соответствующие динамические формы 

взаимодействий объекта определяются тем, 
что частота ω0 обнуления амплитуды коор-
динаты y1 превышает обе собственные ча-
стоты колебаний системы ω1 и ω2 (табл. 7).  

Совокупность динамических форм может 
быть охарактеризована с помощью графов 
G71 и G72 (рис. 15).  

Совокупности динамических форм взаи-
модействий объекта с учетом коэффициента 
связности представляют собой своеобразные 
динамические инварианты, обладающие 
специфичной интерпретацией динамических 
состояний как «переходов» между формами 
динамических взаимодействий. Рассмотрен-
ные динамические совокупности могут обла-
дать признаками устойчивости или неустой-
чивости. 
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Таблица 6. Особенности передаточного отношения 11( , )
p j

W p
 

  для 2    

Table 6. Features of the transfer ratio 11( , )
p j

W p
 

  for 2    

Частоты ω [0] (0, ω1) [ω1] (ω1, ∞) 

11( , )
p j

W p
 


 

11( ,0)W 
 

+ ∞ – 

Таблица 7. Особенности передаточного отношения 11( , )
p j

W p
 

  для 2    

Table 7. Features of the transfer ratio 11( , )
p j

W p
 

 for 2    

Частоты ω [0] (0, ω1) [ω1] (ω1, ω2) [ω2] (ω2,ω0) [ω0] (ω0, ∞) 

11( , )
p j

W p
 


 

11( ,0)W 
 

+ ∞ – ∞ + 0 – 
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а               b 

Рис. 15. Совокупность динамических форм взаимодействий объекта с координатой y1 для коэффициента 
связности γ: а – граф G71 = {V71, E71}; b – граф G72 = {V72, E72} 

Fig. 15. Set of the dynamic forms of interactions of an object with the y1 coordinate for the connectivity coefficient γ: а –G71 

graph = {V71, E71}, b – G72 graph = {V72, E72} 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ И ИХ 
ОБСУЖДЕНИЕ 

Совокупность динамических форм взаи-
модействий для фиксированного коэффици-
ента связности может быть представлена в 
виде графов с учетом специфики отождеств-
ления форм взаимодействия. Выбор специ-
фики отождествления динамических форм 
взаимодействий определяет характер дета-
лизации, требуемой для решения задачи.  

Для определения существенных особен-
ностей динамических форм взаимодействий 
объекта с учетом коэффициента связности 
внешних силовых возмущений графы дина-
мических форм (см. рис. 9–15) могут быть 
приведены к обобщенному виду GI-GVII (табл. 
8), в котором формы динамических взаимо-
действий отождествлены между собой и 

представлены единственной вершиной с 
множеством петель.  

Совокупности динамических форм взаи-
модействий объекта, рассматриваемые как 
динамические инварианты, соответствующие 
множествам варьируемого параметра, могут 
обладать признаками устойчивости или не-
устойчивости. Дополнительно возможно раз-
витие методологии в рамках рассмотрения 
динамических совокупностей механических 
колебательных систем, включающих в свой 
состав устройства для преобразования дви-
жения. Можно предположить, что предло-
женная методология обладает потенциалом 
использования для оценки динамических 
особенностей, связанных с учетом неудер-
живающих связей, обеспечивающих ненару-
шение контакта массоинерционных элемен-
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тов механических колебательных систем, 
находящихся в условиях вибрационного 
нагружения силовой или кинематической 
природы. Аналогично возможно расширение 
разработанного подхода для учета сочлене-
ний в механических колебательных систе-
мах, находящихся в условиях вибрационного 
нагружения связанных силовых воздействий. 
Необходимо отметить, что предложенная ме-
тодология может быть применена к оценке 
динамических особенностей рычажных 
свойств на основе графо-аналитической ин-
терпретации амплитудно-частотных характе-
ристик передаточных функций межпарциаль-
ных связей. 

Вместе с тем открытыми вопросами, свя-
занными с многообразием динамических ин-
вариантов, соответствующих различным пе-
редаточным отношениям, являются вопросы, 
связанные с выбором объекта, динамическое 
состояние которого оценивается, и с выбо-
ром системы координат. Дополнительной де-
тализации представлений требуют динами-

ческие инварианты, которые соответствуют 
предельным значениям рассматриваемых 
коэффициентов связностей.  

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Развивается системный подход к оценке 
динамических форм взаимодействий эле-
ментов механических колебательных систем 
на основе представления динамических осо-
бенностей в виде ориентированных графов, 
отображающих положительные и отрица-
тельные формы динамических взаимодей-
ствий в виде вершин, а динамические состо-
яния – в виде направленных дуг. Показана 
принципиальная возможность графо-
аналитической интерпретации амплитудно-
частотных характеристик передаточных 
функций для семейства структурных схем 
механических колебательных систем, нахо-
дящихся в условиях нагружения силовыми 
возмущениями, зависящими от так называе-
мого коэффициента связности. 

Таблица 8. Обобщенные представления о динамических формах взаимодействий  
Table 8. Generalized representations about the dynamic forms of interactions 

№ I II III 

Условия 
0  

 0  
 0 1    

 

Динамические 
инварианты 
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-
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№ IV V VI VII 

Условия 
1  

 1 2    
 2  

 2  
 

Динамические 
инварианты 



@

-
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

@



0

-
-
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
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Показано, что многообразие форм дина-
мических взаимодействий механических ко-
лебательных систем с учетом коэффициента 
связности может быть представлено конеч-
ным набором графов, рассматриваемых в 
качестве своеобразных инвариантов, отоб-
ражающих существенные динамические осо-
бенности в виде совокупности положитель-
ных и отрицательных динамических форм и 
состояний, в общем случае представляющих 
собой резонанс и состояния обнуления ам-

плитуд колебаний объекта оценки. 
Таким образом, создана методологиче-

ская база технологии структурного матема-
тического моделирования в приложении к 
механическим колебательным системам, ис-
пользуемым в качестве расчетных схем в за-
дачах системного анализа обеспечения без-
опасности работы технических объектов 
транспортного и технологического назначе-
ния, находящихся в условиях вибрационного 
нагружения. 
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