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Резюме: Развивается методологический базис процессов оценки, корректировки, контроля и изменения динами-
ческих состояний механических колебательных систем. Цель предлагаемых исследований заключается в разра-
ботке метода оценки и изменения динамических свойств технических объектов на основе введения в базисные 
механические колебательные структуры дополнительных связей. Показано, что такие связи могут быть реализо-
ваны рычажными механизмами, вводимыми в исходную структуру. Используются методы структурного математи-
ческого моделирования, в рамках которых механическая колебательная система интерпретируется как эквива-
лентная в динамическом отношении система автоматического управления. Разработан метод построения матема-
тических моделей, предложены технологии построения передаточных функций системы. Введено понятие пере-
даточных функций межпарциальных связей, на основе которых построена технология определения аналитических 
соотношений, определяющих возможности получения вибрационных полей с заданными свойствами. Предложены 
варианты выбора настроечных параметров вибрационных полей, изучены особенности динамических свойств и 
новых динамических эффектов, отражающих специфику динамических взаимодействий элементов системы. При-
водятся результаты численных экспериментов. 
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Введение 

 
Многие технические объекты, задействованные в производственных процессах как тех-

нологические вибрационные машины, оборудование и транспортные средства, работают в 
условиях интенсивного динамического нагружения, что предопределяет повышенное внимание 
к вопросам обеспечения надежности и безопасности эксплуатации систем [1–4]. Детализация 
подходов в оценке динамических свойств основана на специфике решения задач динамики, ко-
торые отличаются разнообразием. Выбор направлений исследований, оценок и расчета кон-
кретных форм динамических взаимодействий элементов связан с построением математических 
моделей, учитывающих особенности технологических процессов [5–7]. В этом плане техноло-
гические машины для реализации вибрационных процессов отличаются особенностями, кото-
рые проявляются в требованиях обеспечения создания рабочими органами вибростендов, 
определенных форм вибрационных полей [8–11]. 

В качестве расчетных схем таких технических объектов обычно используются механиче-
ские колебательные системы с двумя степенями свободы с массоинерционным элементом в 
виде твердого тела на упругих опорах, совершающего плоские колебательные движения. Важ-
ным фактором динамического качества таких систем является возможность обеспечения виб-
рационных полей или структур распределения амплитуд колебаний точек рабочего органа с 
возможностями управления процессами формообразования соотношений амплитуд. 

В предлагаемой статье развивается метод построения системы управления динамиче-
ским состоянием технологической вибрационной машины при введении дополнительных свя-
зей, реализуемых механизмами для преобразования движения элементов; разработана техно-
логия построения математических моделей в рамках метода структурного математического мо-
делирования. 

 

Некоторые особенности исходной механической системы. 
Постановка задачи исследования 

 

Вопросам построения математических моделей механических колебательных систем с 
несколькими степенями свободы, рассматриваемых в качестве расчетных схем технических си-
стем различного назначения, посвящено достаточно большое количество работ [12–15], в кото- 
рых развиты методологические основы отображения особенностей влияния на динамическое 
состояние технических объектов, введения различных связей, привносящих существенные из-
менения в динамику взаимодействия элементов систем. Такие связи приводят к появлению но-
вых динамических эффектов, режимов и состояний, которые могут быть использованы в прак-
тических приложениях для изучения динамического качества и повышения эффективности ра-
боты технологического оборудования. 

Расчетная схема технологического объекта с дополнительными связями, реализуемыми 
несколькими механизмами, представлена на рис. 1. Объект, динамическое состояние которого 
оценивается (или рабочий орган технологической вибрационной машины), рассматривается как 
твердое тело (массой M и моментом инерции J), совершающее плоские колебания. Движение 
объекта описывается координатами y1 и y2 в системе координат, связанной с неподвижным ба-
зисом. Твердое тело (M, J) опирается на упругие элементы с жесткостями k1, k2, k3, k4. Кроме 
рычажных механизмов с пригрузами m1 и m2, в систему введена дополнительная связь в виде 
устройства для преобразования движения (УПД) на основе винтового несамотормозящегося 
механизма с приведенной массой L1 [16, 17]. Система в целом совершает под действием син-
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фазных гармонических силовых возмущений Q1 и Q2 малые колебания относительно положе-
ния статического равновесия; при этом силы сопротивления не учитываются; полагается, что 
система обладает линейными свойствами. 
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Рис. 1. Расчетная схема технологической вибрационной машины  
с дополнительными связями (расширенный набор) 

Fig. 1. Analytical model of a technological vibrating machine with additional ties (extended set) 

 
1. Для построения математической модели составим выражения для кинетической и по-

тенциальной энергий системы в координатах y1 и y2, связанных с неподвижным базисом: 
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Уравнения движения строятся на основе известных технологий [15, 16]. После вспомо-

гательных выкладок и преобразований Лапласа при нулевых начальных условиях система 

уравнений в операторной форме в системе координат 1y , 2y  принимает вид: 
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Связь между скоростями 
01V  и 

1y  определяется соотношением 
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Коэффициенты уравнений (5), (6) представлены в операторной форме (таблица).  
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схемы на рис. 2. 
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Коэффициенты уравнений движения системы в системе координат y1 и y2 
Coefficients of equations of system motion in the coordinate system y1 and y2 
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Обобщенные силы 
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Примечание: p = jω – комплексная переменная ( 1j ); значок   над переменной означает ее изображе-

ние по Лапласу [15, 16]. 

 

 

2

0

2

3

2

021

22

01

2

0

2

2

2

011

22

)(

)(])(

)()[(

1

claik

clakkpclaL

claimbmJcMa







)})(())((

)])((

))((){[(

00

2

3002

2

001

00

2

2

2

clbclaikclbclak

pclbclaL

clbclaimJcMab







1
y

2
y

)})(())((

)])((

))((){[(

00

2

3002

2

001

00

2

2

2

clbclaikclbclak

pclbclaL

clbclaimJcMab







 

2

0

2

3

2

02

4

22

01

2

0

2

2

22

)()(

])(

)()[(

1

clbikclbk

kpclbL

clbimJcMb







1
Q

2
Q

 
 

Рис. 2. Структурная математическая модель (структурная схема) по рис. 1 
Fig. 2. Structural mathematical model (structural diagram) by fig. 1 

 
Таким образом, в системе возможны появления режимов, когда движение по отдельным 

парциальным блокам могут совершаться независимо. Отметим, что введение дополнительных 
связей, их влияние на динамические свойства системы связано также с особенностями внеш-
него возмущения. Это объясняется тем, что кинематические воздействия или вибрации опор-
ной поверхности формируют в системе так называемые переносные силы инерции, что должно 
учитываться при построении математических моделей. Ряд вопросов, связанных с детализа-
цией представлений о влиянии дополнительных связей, изложен в работах [13, 16]. 

2. Рассматривается случай действия одной внешней силы QQ 1  ( 02 Q ). Передаточ-

ные функции системы по внешнему воздействию Q  в этом случае принимают вид: 
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Для дальнейших исследований вводится понятие передаточной функции межпарциаль-
ной связи: 
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Передаточная функция межпарциальных связей отличается от ее обычного вида в си-

стемах без дополнительных связей. Отличие заключается в том, что в обычной ситуации при 

действии QQ 1  ( 02 Q ) режим динамического гашения колебаний может быть реализован по 

координате 
1y  на частоте 
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
дин .      (14) 

 

По координате 
2y  при силовом возмущении QQ 1  ( 02 Q ) режим динамического га-

шения колебаний не создается. 
3. При введении дополнительных связей режимы динамического гашения колебаний 

возможны по обеим координатам 
1y  и 

2y , что следует из возможностей «обнуления» полино-

мов числителей в дробно-рациональных выражениях передаточных функций (11), (12). 
Динамические свойства системы с дополнительными связями отличаются также и тем, 

что выражение для передаточной функции (13) межпарциальных связей имеет предельные зна-
чения при p2 → 0 (p2 = 0), а также при p2 → ∞. 

 
Сравнительный анализ динамических возможностей системы  

при введении дополнительных связей 
 

Для сравнительного анализа возможностей изменения динамических свойств систем ре-
шается модельная задача с параметрами M = 1000 кг; J = 250 кг.м2; k1 = 15 кН/м; k2 = 15 кН/м; 

k3 = 15 кН/м; k4 = 15 кН/м; L1 = 25 кг; m1 = 30 кг; l1 = 0.4 м; l2 = 0.6 м; l0 = 0.2 м; 0
l

 = 0.5 м; 

2
l 

 = 0.1 м. 

На рис. 3 а, b приведены амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) )(1 
Q

y
 (рис. 3, а) 

и )(2 
Q

y
 (рис. 3 b) при варьировании передаточного отношения нижнего рычага (рис. 1) с при-

соединенной пригрузом массой m2 = 30 кг. 
Отметим, что изменение передаточного отношения существенно влияет и на изменение 

положения частот собственных колебаний и частот динамического гашения колебаний. При 
этом сближение частот динамического гашения колебаний и частот собственных колебаний мо-
жет рассматриваться как нежелательный фактор, обладающий потенциальной возможностью 
динамических выбросов, когда при близости частот собственных колебаний и частот динами-
ческого гашения колебаний из-за отклонений параметров (они могут быть приведены в при-

роде) становятся возможными значительные броски амплитуд колебаний по координате 1y . 
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а                                                                                     b 
 

Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристики системы: а – при i = 1; b – при i = 2 

кривая ( ) соответствует )(1 
Q

y
; кривая ( ) соответствует )(2 

Q

y
 

Fig. 3. Amplitude-frequency characteristics of the system: а – i = 1; b – i = 2 

the curve ( )corresponds to )(1 
Q

y
; the curve ( )corresponds to )(2 

Q

y
 

 
Передаточное отношение i является не единственным фактором корректировки динами-

ческого состояния; определенными возможностями обладают изменения величины пригруза 
массой m2 на нижнем рычаге (рис. 1), что отображается амплитудно-частотными характеристи-
ками на рис. 4 а, b. 

 

  
 

а 
 

b 
 

Рис. 4. Амплитудно-частотные характеристики системы со значением i = 2: 
а – при m2 = 0; b – при m2 = 10 кг 

Fig. 4. Amplitude-frequency characteristics of the system with the value i = 2: 
а – m2 = 0; b – m2 = 10 kg 

 
Совместное действие факторов силового возмущения 

 
1. Существенное влияние на вид амплитудно-частотных характеристик оказывает сов-

местное влияние изменения параметров m2 и i, как показано на рис. 5. Изменение передаточ-
ного отношения рычага i и величины массы пригруза m2 могут изменять формы АЧХ в значи-
тельных пределах и существенно изменять параметры динамического состояния рабочего ор-
гана технологической машины. 
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a                                                                                    b 
 

Рис. 5. Амплитудно-частотные характеристики межпарциальной связи системы: а – со значением 
m2 = 30 кг при разных значениях передаточного отношения рычага i; b – со значением i = 2 при 

разных значениях массы m2 

Fig. 5. Amplitude-frequency characteristics of the system inter-partial tie: а – m2 = 30 kg at different values of 
the lever gear ratio i; b – i = 2 at different values of the mass m2 

 

2. При одновременном совместном действии двух внешних сил QQQ  21 , передаточ-

ные функции системы принимают вид: 
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Передаточная функция межпарциальной связи может быть представлена выражением: 
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Амплитудно-частотные характеристики )(1 
Q

y
, )(2 

Q

y
 и )(

1

2 
y

y
 приведены на рис. 6–8. 

 

  
a                                                                               b 

Рис. 6. Амплитудно-частотные характеристики системы с массой m2 = 30 кг: 
а – при i = 1; b – при i = 2 

Fig. 6. Amplitude-frequency characteristics of the system with the mass m2 = 30 kg: а – i = 1; b – i = 2 
 

 

 

 

 
a                                                                               b 

Рис. 7. Амплитудно-частотные характеристики системы со значением i = 2: 
а – при m2 = 0; b – при m2 = 45 кг 

Fig. 7. Amplitude-frequency characteristics of the system with the value i = 2: 
а – m2 = 0; b – m2 = 45 kg 

 

  
a                                                                               b 

Рис. 8. Амплитудно-частотные характеристики межпарциальной связи системы: а – со значением 
m2 = 30 кг при разных значениях передаточного отношения рычага i; b – со значением i = 2 при 

разных значениях массы m2 

Fig. 8. Amplitude-frequency characteristics of the system inter-partial tie: а – m2 = 30 kg at different values of 
the lever gear ratio i; b – i = 2 at different values of the mass m2 
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Заключение 
 

Предлагается метод построения математических моделей механических колебательных 
систем, содержащих в своем составе механизмы и устройства для преобразования движения. 
Введение дополнительных связей может рассматриваться как достаточно эффективный способ 
изменения динамических состояний рабочих органов вибрационных технологических машин. 
Динамическое качество вибрационных машин зависит от возможности корректировать распре-
деления амплитуд колебаний точек рабочего органа. Авторами для оценки возможностей 
настройки вибрационных полей предложено использование передаточной функции межпарци-
альных связей. Анализ этих функций позволяет определять возможности целенаправленного 
формирования структур вибрационного поля. В частности удобным подходом является получе-
ние однородного вибрационного поля через поддержание отношения амплитуд колебаний гра-
ничных координат рабочего органа, равным единице. 

Во второй части статьи рассматриваются более детализировано условия создания и 
управления структурой вибрационного поля. Библиографические ссылки делаются на исполь-
зуемую литературу и имеют свою нумерацию в рамках второй части статьи. 
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