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Резюме. Цель исследования – дать краткий обзор результатов применения спектральных разложений грамиа-
нов управляемости и наблюдаемости по собственным числам матрицы динамики для мониторинга и управления 
электроэнергосистемами. Используется новая концепция модального анализа по Ляпунову, сочетающая традицион-
ный селективный модальный анализ со спектральным разложением специально выбранных функций Ляпунова по 
спектру матрицы динамики. В отличие от традиционных коэффициентов участия, используются коэффициенты уча-
стия по Ляпунову, которые отражают вклад мод системы в функции Ляпунова, оценивающие интегральную энергию, 
определяемую квадратом L2-нормы переменных состояния или сигналов на конечном или бесконечном интервале 
времени. В отличие от известных методов нелинейного модального анализа, новые показатели позволяют учитывать 
нелинейности во времени и резонансы между модами с близкими частотами. В работе рассмотрены три примене-
ния модального анализа по Ляпунову к электроэнергосистемам. Во-первых, представлен метод оценки структуры 
низкочастотных колебаний и их взаимодействий как в пространстве состояний, так и с учетом их расположения на 
графе системы. Предлагаемые показатели позволяют анализировать не только структуру отдельных межрайонных 
колебаний, но и геометрию их парных взаимодействий в узлах сети. Во-вторых, представлен селективный метод 
настройки глобального линейно-квадратичного регулятора для подавления выбранной группы межрайонных колеба-
ний. Новый метод улучшает подавление выбранной группы мод, по сравнению с базовым методом линейно-квадра-
тичного регулятора. В-третьих, представлен метод определения местоположения источника вынужденных колебаний 
в сети (когда их частота близка к частоте собственных колебаний системы), который показал высокую эффективность 
на тестовых примерах. Рассмотренные примеры подтверждают, что модальный анализ на основе спектральных раз-
ложений решений матричных уравнений, используемых в теории управления, может стать ценным инструментом 
для разработки новых алгоритмов и интеллектуальных методов управления макро- и микросетями.
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Abstract. This study reviews spectral decompositions of the controllability and observability Gramians, ex-
pressed in terms of the eigenvalues of the system dynamics matrix, and evaluates their application in monitoring 
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and control of electric power systems. The approach is based on a new concept of Lyapunov modal analysis, 
which combines traditional selective modal analysis with the spectral decomposition of specially constructed Lya-
punov functions over the spectrum of the dynamics matrix. Unlike conventional participation factors, the method 
employs Lyapunov participation factors, which quantify the contribution of individual system modes to Lyapunov 
functions characterizing the integral energy of state variables or signals through the squared L2-norm over finite 
or infinite time intervals. In contrast to existing nonlinear modal-analysis methods, the proposed indicators ac-
count for time-varying nonlinearities and resonant interactions between modes with closely spaced frequencies. 
Three applications of Lyapunov modal analysis to power‑system problems are considered. First, a method is pro-
posed for characterizing the structure of low‑frequency oscillations and their interactions both in the state‑space 
representation and with respect to their location on the network graph. The proposed indicators enable analysis 
of individual inter‑area modes, as well as of the geometry of their pairwise interactions at network nodes. Second, 
a selective tuning procedure for a global linear quadratic regulator (LQR) is developed to suppress a selected 
group of inter-area oscillations. The proposed method provides improved damping of the targeted modal group 
compared with the baseline LQR design. Third, a method is presented for locating the source of a forced oscil-
lation whose frequency is close to a natural system mode. Test cases demonstrate the high effectiveness of the 
proposed approach. The examples confirm that modal analysis based on spectral decompositions of solutions to 
matrix equations arising in control theory can serve as an effective tool for developing new algorithms and intelli-
gent control methods for both macrogrids and microgrids.

Keywords: controllability and observability gramians, spectral decompositions, electric power systems, oscil-
lation structure estimation, controller tuning, forced oscillation source location, damping of inter-area oscillations
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ВВЕДЕНИЕ
Грамианы управляемости и наблюдаемо-

сти, а также их обратные матрицы широко 
используются для структурного проектирова-
ния [1], управления с минимальным потре-
блением энергии [2], уменьшения размер-
ности моделей [3], оптимального выбора и 
размещения исполнительных механизмов и 
датчиков [4], анализа и проектирования се-
тей [5], оценки колебаний и их взаимодей-
ствий в электросистемах [6], настройки ре-
гуляторов [7] и управления транспортом [8].

Сингулярные разложения грамианов 
широко используются в методах понижения 
размерности моделей [9], схемах фильтра-
ции на основе грамианов [10], быстрой об-
работке изображений [11] и аппроксимации 
больших разреженных энергетических си-
стем [12].

Альтернативный подход, в котором грами-
аны разлагаются не по собственному спек-
тру, а по спектру матрицы динамики систе-
мы, рассматривался в ряде работ [13–15], 
но пока не получил широкого практического 
применения. Мы считаем, что он может объ-
единить преимущества модального анализа 
системы с анализом устойчивости по Ляпу-
нову и улучшить различные существующие 

методы оценки устойчивости и оптимального 
управления, которые основаны на примене-
нии грамианов. В данной статье собрано не-
сколько примеров, которые демонстрируют 
потенциал применения предлагаемого под-
хода в задачах управления в электроэнерге-
тике.

СПЕКТРАЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ  
ГРАМИАНОВ

Рассмотрим линейную динамическую си-
стему с непрерывным временем вида:

dx(t)⁄dt = Ax(t) + Bu(t); 
y(t) = Cx(t), t ∈ R, (1)

где x ∈ Rn – состояние; u ∈ Rm – управление; 
y ∈ RP – выходной сигнал; A – матрица дина-
мики; B – матрица ввода; C – матрица вы-
вода. 

Самыми известными в теории управ-
ления величинами, характеризующими 
свойства управляемости, наблюдаемости и 
устойчивости системы (1) являются грамиа-
ны управляемости и наблюдаемости PC и PO,  
которые для устойчивой системы можно по-
лучить как решения соответствующих урав-
нений Ляпунова:
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APC + PC AT = –BBT; AT PO
 + PO A = –CT C. (2)

Разложения грамианов по спектру матри-
цы динамики рассматривались в [13, 14]. В 
[16] соответствующие разложения были по-
лучены на основе матричных вычетов резо-
львенты, что позволило их эффективно вы-
числять для систем средней и большой раз-
мерностей. Спектральные разложения для 
грамиана наблюдаемости PO  имеют вид:

(3)

;

, (4)

где {…}Herm обозначает самосопряженную 
часть матрицы, (∙)* – эрмитово сопряжение, 
а Ri и Rj – матричные вычеты, соответству-
ющие собственным числам λi и λj, т.е. ма-
тричные коэффициенты в разложении резо-
львенты системы:

. (5)

При оценке устойчивости спектральные 
компоненты  и Pij в (3) характеризуют ком-
поненты выходного возмущения в связи с 
отдельными модами и их парными комбина-
циями соответственно. Аналогичные разло-
жения имеют место для грамиана управля-
емости PC.

Базовые условия применения спектраль-
ного разложения грамианов (3)–(4), которые 
мы принимаем в данной статье, следующие: 

1. Оператор Ляпунова в (2) невырожден-
ный, т.е. собственные значения матрицы A 
удовлетворяют условию: λi + λj ≠ 0 для всех 
λi, λj ∈ σ(A), i, j = 1, …, n, что необходимо и до-
статочно для существования единственного 
решения уравнений (2).

2. Матрица A диагонализируема над по-
лем комплексных чисел и имеет простой 
спектр. То есть существует обратимая ма-

трица U, столбцы которой являются линейно 
независимыми собственными векторами 
матрицы A, и диагональная матрица Λ с раз-
личными диагональными элементами такая, 
что A = UΛU-1.

3. Матрица A  может быть устойчивой 
или неустойчивой. Для строго устойчивой A 
решения (2) можно интерпретировать как 
бесконечные грамианы управляемости и 
наблюдаемости соответственно. Если A неу-
стойчива, то разложение (3)–(4) и его спек-
тральные компоненты требуют специальной 
интерпретации [16, 17]. 

4. Динамическое поведение матриц A и 
B можно описать как плавную функцию па-
раметров системы, которая движется вдоль 
определенной траектории состояния. Это 
стандартное предположение модального 
анализа, при котором можно применять по-
нятие спектра матрицы.

Во всех дальнейших численных приме-
рах эти условия выполняются. Спектраль-
ные разложения (3)–(4) были обобщены на 
случаи, когда некоторые из перечисленных 
выше условий нарушаются [16–18]. Тем не 
менее, в этих случаях их применение требу-
ет специальных интерпретаций или дополни-
тельных исследований и потому выходит за 
рамки данного обзора.

ОЦЕНКА МОДАЛЬНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ
В традиционном линейном модальном 

анализе модальные взаимодействия напря-
мую не учитываются. В нелинейных версиях 
модального анализа, таких как подход с ис-
пользованием нормальных форм [19], мето-
ды модальных рядов [20] и билинейные ап-
проксимации [21], рассматриваются вторые 
и более высокие члены разложения динами-
ки системы в ряд Тейлора. При этом устойчи-
вость оценивается для некоторого начально-
го возмущения с точки зрения мгновенной 
динамики. Однако в больших динамических 
системах, подверженных воздействию шума 
или вынужденных колебаний, возмущения 
могут накапливаться с течением времени. В 
данном случае устойчивость по малому сиг-
налу определяется энергией возмущений, 
накопленных в системе. Для анализа этой 
энергии в исследовании [22] была разрабо-
тана новая концепция модального анализа 
по Ляпунову, LMA (от англ. Lyapunov Modal 
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Analysis), которая сочетает селективный мо-
дальный анализ [23] со спектральными раз-
ложениями вида (3)–(4) для специально вы-
бранных функций Ляпунова. На основе этого 
подхода были предложены новые модаль-
ные показатели. Традиционные коэффици-
енты участия характеризуют относительный 
вклад мод системы в эволюцию переменных 
состояния. В отличие от них, предлагаемые 
коэффициенты участия по Ляпунову отража-
ют аналогичный вклад в функции Ляпунова, 
которые оценивают интегральную энергию, 
определяемую квадратом L2 нормы пере-
менных состояния и сигналов на бесконеч-
ном или конечном интервале времени. Ко-
эффициенты модального взаимодействия по 
Ляпунову характеризуют попарное взаимо-
действие между модами с точки зрения их 
взаимного влияния, проявляющегося в пе-
ременных состояния с течением времени.

В [22] показано, что предложенные модаль-
ные показатели характеризуют устойчивость 
отдельных мод и резонансные модальные вза-
имодействия в линейных системах с изменя-
ющимися параметрами. Эти показатели могут 
быть рассчитаны независимо для выбранной 
части спектра системы и использованы для 
быстрой оценки поведения критических мод 
в крупномасштабных динамических системах.

Для демонстрации предложенного под-
хода была использована модель двухрай-

онной электроэнергетической системы 
(ЭЭС), описанная в монографии П. Кундура 
в 1994 г. [24]. Она состоит из двух обла-
стей, соединенных слабой связью. Каждая 
область состоит из двух связанных станций. 
Для динамического анализа все генерато-
ры энергосистемы представлены моделями 
шестого порядка. Регуляторы скорости не 
учитывались. Выбранные параметры моде-
ли были такими же, как в учебнике [24] (при-
мер 12.6, с. 813). Мы исследовали предел 
устойчивости системы, одновременно уве-
личивая все нагрузки (PL, QL, QC) и активную 
мощность каждого генератора (Pi), сохраняя 
при этом соотношения между ними фикси-
рованными. Мы определили коэффициент 
увеличения мощности как γ = .  
Увеличение γ приводило к изменению ре-
жима работы. На рис. 1 слева изображено 
поведение модальных компонент функции 
Ляпунова в зависимости от параметра γ. 
Справа приведено соответствующее пове-
дение коэффициентов участия по Ляпунову 
опасных мод в выбранной моде M6, кото-
рая в начальный момент соответствует соб-
ственному числу -0,492 ± 6,82j. 

Полученные графики позволяют наблю-
дать общую структуру модального взаимо-
действия и выявлять: 

– неустойчивости межрайонных колеба-
ний (b), (d) и (f); 

Рис. 1. Модальные вклады по Ляпунову опасных мод системы (слева) и коэффициенты участия по Ляпунову опасных мод 
в моде М6 (справа)
Fig. 1. Lyapunov modal contributions of dangerous modes of the system (left) and Lyapunov participation coefficients of 
dangerous modes in the M6 mode (right)
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– слияния апериодических мод в низко-
частотные колебания (a) и (e);

– авторезонанс между двумя колебания-
ми (c).

ОЦЕНКА МОДАЛЬНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ 
НА ГРАФЕ СЕТИ

Современные крупномасштабные ЭЭС 
сталкиваются с серьезными угрозами устой-
чивости в виде низкочастотных колебаний 
[25]. Важной характеристикой таких коле-
баний является то, что для каждой моды су-
ществует набор «коридоров», через которые 
она распространяется по системе [26]. Если 
такие коридоры взаимодействия могут быть 
идентифицированы, и они наблюдаемы, то 
и соответствующие превентивные меры 
могут быть приняты для обеспечения устой-
чивости и увеличения пропускной способ-
ности системы при сохранении ее высокой 
надежности [27].

В исследовании [6] на основе концепции 
модального анализа по Ляпунову был предло-
жен метод оценки расположения и структуры 
межрайонных колебаний, а также их взаимо-
действий на графе ЭЭС. Были рекомендова-

ны модальные показатели, которые, в отли-
чие от традиционного модального анализа, 
учитывают энергию возмущений напряже-
ния, накапливаемую во времени, а не мгно-
венную динамику отдельного возмущения. 
Эти показатели позволяют анализировать не 
только расположение и структуру отдельных 
межрайонных колебаний, но также геоме-
трию и структуру их парных взаимодействий 
с точки зрения их взаимного действия, прояв-
ляющегося в узлах с течением времени.

В сценарном эксперименте для выбран-
ных межрайонных колебаний было опре-
делено расположение критических узлов и 
линий на графе сети. В качестве тестовой 
системы использована стандартная модель 
системы IEEE (от англ. Institute of Electrical 
and Electronics Engineers) с 68 шинами. Она 
состоит из 16 генераторов, 68 узлов и 86 
линий, объединенных в пяти областях. Мо-
дель собрана в программном обеспечении 
с открытым исходным кодом PSAT (от англ. 
Power System Analysis Toolbox) [28], а пара-
метры модели получены из отчета рабочей 
группы IEEE PES (от англ. Power and Energy 
Society) [29]. Электрическая схема этой си-

Рис. 2. Схема тестовой системы Института инженеров электротехники и электроники с 68 шинами 
Fig. 2. Schematic of the Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE) 68-bus test system
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стемы показана на рис. 2. Во время сценар-
ного эксперимента применялось плавное 
уменьшение реактивного сопротивления 
линий, соединяющих узлы 52/42 и 42/41, 
от начального значения 𝑋𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 = 0,060 p.u. до 
𝑋𝑒𝑛𝑑 = 0,003 p.u. в конце эксперимента в за-
висимости от параметра 𝛼 следующим обра-
зом: X = Xstart∙(1 – α), где 0 < α < 0,95. 

На рис. 3 на графе ЭЭС изображены про-
фили возмущений амплитуды напряжения, 
вызванные двумя выбранными межрайон-
ными колебаниями M15 и M18 c начальны-
ми собственными числами –0,072 ± 2,88j 
и –0,152 ± 3,70j соответственно. Получено 
хорошее соответствие результатов с извест-
ным методом сетевых модальных профилей 
(network modeshapes) [26].

Однако (в отличие от этого метода) пред-
лагаемый подход можно также использовать 
для анализа резонансных явлений, возника-

ющих в современных ЭЭС, особенно в связи 
с ростом доли возобновляемых источников 
энергии (ВИЭ) и активным применением 
тиристорных преобразователей. Для демон-
страции этого в [6] был проведен численный 
эксперимент, который моделировал измене-
ние реактивного сопротивления ключевых 
линий электропередачи в энергосистеме 
IEEE-68 с использованием тиристорных пре-
образователей. В ходе сценарного экспе-
римента частоты межрайонных колебаний 
M15 и M18 начинали сходиться, и происхо-
дило их резонансное модальное взаимодей-
ствие при α = 0,54. Слева на рис. 4 показа-
на динамика резонансного взаимодействия 
возмущений угла напряжения в узлах в зави-
симости от параметра компенсации линии 
α, а справа – профиль резонансного взаимо-
действия двух колебаний на графе электро-
сети при α = 0,54.

Рис. 3. Профили возмущений амплитуды напряжения, вызванных колебаниями М15 (а) и М18 (b) на графе 
электроэнергетической системы IEEE-68
Fig. 3. Profiles of voltage amplitude disturbances caused by M15 (a) and M18 (b) oscillations on the IEEE-68 power system graph
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Рис. 4. Динамика резонансного взаимодействия возмущений угла напряжения в узлах в зависимости от α (слева) и 
профиль резонансного взаимодействия колебаний на графе электросети (справа) 
Fig. 4. Dynamics of the resonant interaction of voltage angle disturbances in nodes depending on α (left) and the profile of 
resonant interaction of oscillations on the power grid graph(right)
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Таким образом, новый подход позволяет 
оценивать автопараметрические резонансы 
в системах с изменяющимися параметрами 
и нелинейные эффекты, связанные с накопле-
нием возмущений во времени. Дополнитель-
ная информация о межмодальных взаимо-
действиях в системе может улучшить различ-
ные методы управления, применяемые для 
демпфирования межрайонных колебаний, 
оптимального размещения датчиков и стаби-
лизаторов, а также для анализа устойчивости.

Проведем сравнение предложенного 
подхода для учета возмущений в состояниях 
и сигналах с двумя другими принципиально 
отличающимися подходами, используемыми 
в литературе. А именно сравним следующие 
три подхода: 

1) мгновенная мера при линейных диф-
ференциальных зависимостях, используе-
мая в методах линейного модального анали-
за (ЛМА) [23, 26]; 

2) мгновенная мера с учетом полиноми-
альных дифференциальных зависимостей, 
используемая в методах нелинейного мо-
дального анализа (НЛМА) на основе аппрок-
симаций уравнений с более высокими по-
рядками точности [19–21];

3) интегральная мера на интервале вре-
мени, используемая в модальном анализе 
по Ляпунову (МАЛ) [6, 22]. 

В табл. 1 приведено сравнение этих трех 
подходов по тем критериям, которые их от-
личают. При этом независимые методы для 
учета, например, задержек, структурных 
ограничений, фильтрации сигналов и ряда 
других эффектов, могут использоваться неза-
висимо с каждым из этих подходов и допол-
нять их.

ЛМА напрямую не учитывает нелинейных 
эффектов, НЛМА учитывает нелинейные свя-
зи между переменными состояний и связан-
ные с ними резонансы. МАЛ оценивает резо-

Таблица 1. Сравнение подходов линейного модального анализа, нелинейного модального анализа и модального 
анализа по Ляпунову
Table 1. Comparison of linear modal analysis, nonlinear modal analysis, and Lyapunov modal analysis approaches

Критерии 
сравнения

Линейный модальный 
анализ [23, 26]

Нелинейный модальный 
анализ (на основе нормальных 

форм) [19–21]

Модальный анализ 
по Ляпунову [6, 22]

(1) (2) (3)

Учет нелинейности 
и резонансов Напрямую не учитывает Учитывает нелинейности  

и резонансы между состояниями

Учитывает нелинейности 
во времени и резонансы 
между модами с близкими 
частотами

Вычислительная 
сложность

Маcштабируется как O(n3) 
либо определяется 
скоростью идентификации 
собственных чисел и 
векторов

Высокая по сравнению с (1) и (2)  
в связи с необходимостью 
вычисления нелинейных членов  
в разложениях. 
Быстро растет с порядком 
учитываемой нелинейности

Маcштабируется как O(n3) 
либо определяется 
скоростью идентификации 
собственных чисел 
и векторов

Возможность 
алгоритма на основе 
измерений

Возможно, но требует 
идентификации 
собственных чисел и 
векторов в некотором числе 
узлов

Усложняется по сравнению 
с (1) и (2) необходимостью 
идентификации нелинейных 
связей между переменными

Возможно, но требует 
идентификации 
собственных чисел и 
векторов в некотором числе 
узлов

Учитывает 
ли большие 
возмущения?

Строго обоснован для 
оценки устойчивости при 
малых возмущениях. 
Линейные модели обычно  
не используются при 
работе с большими 
возмущениями

Строго обоснован для оценки 
устойчивости при малых 
возмущениях. Однако учитывает 
большие возмущения лучше  
по сравнению с (1) и (2)

Строго обоснован  
для оценки устойчивости  
при малых возмущениях. 
Линейные модели обычно  
не используются при 
работе с большими 
возмущениями

Нестационарность

Предполагает наличие 
плавной линеаризации 
системы, движущейся вдоль 
траектории
состояния

То же самое, но лучше учитывает 
нестационарные изменения  
по сравнению с (1) и (2)

Предполагает наличие 
плавной линеаризации 
системы, движущейся  
вдоль траектории 
состояния

Параметрическая 
неопределенность

Алгоритмы теряют 
устойчивость при оценке 
кратных собственных мод 
системы

Дополнительно к (1) алгоритмы 
теряют устойчивость при оценке 
резонансных условий 
соответствующих порядков

Алгоритмы сохраняют 
устойчивость при любых 
собственных числах
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нансы между модами с близкими частотами 
в виде интеграла по времени их произведе-
ния. Это разные резонансы. Например, ре-
зонанс двух линейных контуров с близкими 
частотами методы НЛМА оценить не могут, а 
подход МАЛ оценивает его в соответствии с 
классическим пониманием физики как инте-
грал их совместного действия во времени. 
Таким образом, методы НЛМА и МАЛ имеют 
разную область применимости и нацелены 
на дополнительный учет разных эффектов 
по сравнению с ЛМА. По вычислительной 
сложности ЛМА и МАЛ масштабируются как  
O(n3), если задана модель системы, либо 
определяются скоростью алгоритма иденти-
фикации соответствующих собственных чи-
сел и векторов. Вычислительная сложность 
методов НЛМА существенно выше в связи 
с необходимостью вычисления нелинейных 
членов в разложениях, и она быстро растет 
в соответствии с порядком учитываемой 
нелинейности. Все три подхода позволяют 
построить алгоритмы на основе данных из-
мерений, но НЛМА усложняется необходимо-
стью дополнительно идентифицировать не-
линейные связи между переменными. Все 
три подхода строго обоснованы для оценки 
устойчивости только при малых возмущени-
ях и могут терять точность при больших воз-
мущениях. Поэтому линейные методы ЛМА 
и МАЛ обычно не используются при работе 
с большими возмущениями. Однако НЛМА 
учитывает большие возмущения лучше по 
сравнению с ЛМА и МАЛ и в отдельных слу-
чаях может использоваться при их оценке. 
Все три подхода имеют ограниченную при-
менимость для нестационарных систем, а 
именно предполагается, что динамическое 
поведение энергосистем можно описать как 
плавную линеаризацию нелинейной систе-
мы, движущейся вдоль определенной тра-
ектории состояния. Тогда для целей анализа 
устойчивости при малых сигналах мы можем 
аппроксимировать модель энергосистемы 
как линейную систему с плавно изменяю-
щимися параметрами. Отметим также, что 
методы ЛМА чувствительны к параметрам 
системы и теряют точность при оценке крат-
ных собственных мод системы. То же самое 
можно сказать по отношению алгоритмам 
НЛМА, с тем дополнением, что они также те-
ряют устойчивость при оценке резонансных 
условий соответствующих порядков. В отли-

чие от этого, алгоритмы МАЛ могут быть ре-
ализованы так, что сохраняют устойчивость 
при любых кратностях собственных чисел 
системы.

ИЗБИРАТЕЛЬНОЕ ЛИНЕЙНО-
КВАДРАТИЧНОЕ ДЕМПФИРОВАНИЕ 
КОЛЕБАНИЙ

Системные стабилизаторы PSS (от англ. 
Power System Stabilizer) являются одним из 
наиболее распространенных средств пода-
вления колебаний в ЭЭС. Несмотря на то, 
что при определенных настройках и услови-
ях они способны подавлять низкочастотные 
межрайонные колебания (0,1–3 Гц), обычно 
они подавляют только локальные колебания 
с частотой выше 2 Гц. Это связано с тем, что 
межрайонные колебания чаще всего не на-
блюдаются напрямую из локальных изме-
рений, с которыми работает стандартный 
системный стабилизатор. По мере развития 
средств мониторинга появились модифика-
ции системных стабилизаторов, способные 
учитывать глобальные сигналы, приходящие 
на вход регулятора не только от управляемо-
го генератора, но и от других генераторов си-
стемы. Со временем такой тип управления 
получил название глобального управления 
демпфированием WADC (от англ. Wide Area 
Damping Control) [30].

В работе [31] был предложен подход к син-
тезу глобального избирательно демпфирую-
щего регулятора с помощью энергетических 
метрик модального анализа по Ляпунову. 
Критерий оптимизации строится по аналогии 
с критерием для классического линейно-ква-
дратичного регулятора LQR (от англ. Linear-
Quadratic Regulator), который выражается че-
рез грамиан наблюдаемости. Однако вместо 
полного грамиана используется частичный, 
учитывающий вклад в энергию выходного 
сигнала только тех мод, которые удовлетво-
ряют определенным требованиям. Требова-
ния произвольны, но для задачи глобального 
управления демпфированием в электроэ-
нергетике можно выбрать, например, только 
колебательные моды с частотой ниже 3 Гц и 
слабодемпфированные моды любой частоты. 
Это позволяет преодолеть один из основных 
недостатков линейно-квадратичных регуля-
торов – склонность к демпфированию всех 
мод системы, в том числе и хорошо демпфи-
рованных, что может приводить к избыточ-
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ным управляющим воздействиям и неэффек-
тивному использованию ресурсов системы 
управления [32]. Примером существующего 
подхода к решению этой проблемы может 
служить увеличивающий разреженность ли-
нейно-квадратичный регулятор (от англ. LQR-
based sparsity-promoting) [33].

В ходе численного эксперимента с ис-
пользованием модели энергосистемы IEEE с 
39 узлами (порядок линейной модели – 114) 
было проведено сравнение избирательного 
глобального LQR-регулятора и LQR-регулятора 
со структурными ограничениями. Модель си-
стемы реализована со своими классичеcки-
ми параметрами, но с добавлением систем-
ных стабилизаторов для генераторов G1-G9, 
блок-схема которых представлена на рис. 5, а 
параметры – в табл. 2. Генератор G10 – экви-
валентная модель соседнего энергорайона и 
не оборудован стабилизатором.

Переходные процессы возмущения угла 
ротора и частоты, а также управляющего 
сигнала приведены на рис. 6. Можно ви-
деть, что избирательный регулятор при не-
значительном ухудшении демпфирования 
позволяет значительно снизить затраты на 
управление. 

Основное отличие предложенного под-
хода от других селективных LQR-подходов 
глобальной настройки регуляторов состоит в 
выборе критерия селективности. Так, селек-
тивный LQR-метод в [32] основан на селек-
тивном дискретном преобразовании Фурье 
с настраиваемым в режиме реального вре-
мени окном частот. В [34] критерий селек-
тивности связан с ограничениями коммуни-
кационной инфраструктуры и доступностью 
измеримых переменных. В [33] по иденти-
фицируемому возмущению системы выби-
рается та или иная структура матрицы об-

Рис. 5. Диаграмма автоматического регулятора напряжения и системного стабилизатора AVR (от англ. Automatic Voltage 
Regulator) + PSS на каждом генераторе сети 
Fig. 5. Diagram of automatic voltage regulator and AVR power system stabilizer on each generator in the network

Таблица 2. Параметры системных стабилизаторов 
Table 2. Parameters of system stabilizers

Локальный регулятор Значения параметров

Автоматический регулятор напряжения
Ka = 200; Ta = 0,15; Tr = 0,01; Tc = 1;
Tb = 1; VRmax = 0,1; VRmin = –0,1;
VImax = 0,1; VImin = –0,1

Системный стабилизатор
Kp = Ku = 0; Kω = 12; Kext = 1; T1 = 0,1;
T2 = 0,01; T3 = 0,1; T4 = 0,01; 
Usmin = –0,1; Usmax = 0,1
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ратной связи состояний. Прямое сравнение 
эффективности всех этих методов затрудне-
но наличием в каждом случае своего набо-
ра учитываемых факторов и является пред-
метом отдельного исследования. В нашем 
исследовании мы в первую очередь проде-
монстрировали эффект выбранного нами 
критерия селективности по набору мод.

ПОИСК МЕСТОПОЛОЖЕНИЯ ИСТОЧНИКА 
ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ В СЕТИ

Вынужденные колебания (ВК) в совре-
менных ЭЭС могут возникать как в резуль-
тате циклических нагрузок в сети, так и в 

результате неправильной работы оборудова-
ния управления генератором. Таким обра-
зом, ВК могут представлять серьезную угро-
зу устойчивости ЭЭС, особенно когда они 
резонируют с собственными электромехани-
ческими колебаниями системы [35]. Кроме 
того, ВК могут негативно влиять на алгорит-
мы управления для подавления свободных 
колебаний. Поэтому важно своевременно 
обнаруживать их и определять местоположе-
ние их источника в сети.

В исследовании [36] на основе концеп-
ции модального анализа по Ляпунову был 
предложен метод определения местополо-

Рис. 6. Переходные процессы по углу ротора (сверху), частоте тока (в середине) и управляющий сигнал (снизу) генератора 
G1 при использовании ограниченного LQR-регулятора (синий), избирательного регулятора (красный) и без глобальных 
регуляторов (желтый)
Fig. 6. Transients in rotor angle (top), current frequency (middle), and control signal (bottom) of the G1 generator when using a 
limited linear-quadratic regulator (blue), a selective controller (red), and no global controllers (yellow).
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жения источника вынужденных колебаний 
в энергосистеме в тех случаях, когда их ча-
стота близка к частоте собственных коле-
баний системы. Предложенные модальные 
показатели характеризуют энергию возму-
щений напряжения, накапливаемую в узлах 
под действием вынужденных колебаний. 
На основе соответствующего спектрально-
го разложения из этой энергии вычитается 
составляющая, соответствующая резонансу 
между вынужденным и собственным коле-
банием. «Нерезонансная» часть показателя, 
рассчитанная в каждом узле сети, позволяет 
визуализировать профиль «нерезонансной» 
энергии на графе ЭЭС. На основе полученно-
го профиля можно решить обратную задачу 
и определить местоположение источника вы-
нужденных колебаний. Наиболее близкими к 
предложенному методу являются:

–  метод [37], основанный на расчетах 
потоков энергии в сети;

–  спектральные методы [38, 39].
В численном эксперименте в различные 

узлы тестовой модели IEEE с 68 шинами (под-
робно о ее структуре и настройках можно оз-
накомиться в отчете [29], порядок линейной 
модели – 167) вводились вынужденные ко-
лебания на частоте, близкой к собственной 
частоте системы. Электрическая схема этой 
системы показана на рис. 2. Исследовалась 
одна из межрайонных мод –0,15 ± 3,7j с 
частотой около 0,58 Гц. В ходе численного 
эксперимента источники вынужденных ко-
лебаний задавались на генераторах G1 –  
G12. Отклик ЭЭС на данные возмущения 
определялся путём прямого моделирования 
линейной модели, при этом для каждого узла 

сети рассчитывались колебания амплитуды 
напряжения. В каждом узле сети были рас-
считаны профили «нерезонансной» части со-
ответствующей энергии возмущений напря-
жения, по которым можно визуализировать 
на графе местоположение источника вы-
нужденных колебаний (см. рис. 7). Профиль 
предлагаемого модального показателя по 
Ляпунову может рассчитываться в узлах сети 
как на основе известной модели системы, 
так и на основе измеренных данных.

В литературе предложено много других 
методов как для обнаружения ВК, так и для 
их локализации. Их можно условно разделить 
на методы, использующие информацию о 
модели системы, и методы, основанные на 
данных, включающие их идентификацию и 
статистическую обработку. Примеры преи-
мущественно основанных на данных под-
ходов можно найти в [40], где предложен 
адаптивный стохастический метод иденти-
фикации для обнаружения ВК. В [41] пред-
ставлен метод локализации ВК, основанный 
на динамической идентификации модели и 
принципиальном подходе максимального 
правдоподобия. В [42] сформулирован ме-
тод, построенный на данных, для идентифи-
кации различных механизмов возникнове-
ния ВК. Примеры преимущественно осно-
ванных на моделях подходов можно найти в 
[37], где предложен метод локализации ВК, 
основанный на расчете потоков энергии в 
сети. В работе [38] представлен аналитиче-
ский спектральный подход для различения 
естественных и вынужденных колебаний. В 
статье [39] предложен метод обнаружения 
ВК на основе спектрального разложения 

Рис. 7. Обнаруженные положения источников вынужденных колебаний в области 2 на графе энергосистемы на основе 
предложенного показателя
Fig. 7. Detected positions of sources of forced oscillations in region 2 on the graph of the power system based on the proposed 
indicator
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сигналов. Несмотря на относительный успех 
различных подходов, разработка надежных 
методов, способных различать все виды ВК, 
остается важной и нерешенной проблемой. 
Сравнение этих методов с предложенным в 
данной работе потребует отдельного иссле-
дования и является предметом дальнейших 
исследований.

ОГРАНИЧЕНИЯ МЕТОДОВ И 
ПЕРСПЕКТИВЫ ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 

Все приведенные в данной статье при-
меры основаны на использовании устойчи-
вых линеаризованных моделей ЭЭС, в кото-
рых все собственные значения различны. 
Тем не менее спектральные разложения 
грамианов были получены и для систем с 
кратными корнями [16], а также для сла-
бонелинейных [18] и неустойчивых систем 
[17]. Кроме этого, существуют конечные 
грамианы управляемости и наблюдаемо-
сти, которые являются решениями не алге-
браического, а дифференциального уравне-
ния Ляпунова. Теория спектральных разло-
жений для этого случая также разработана 
и может использоваться для исследования 
неустойчивых систем. 

По вычислительной сложности предлага-
емый подход сопоставим с классическими 
методами линейного модального анализа. 
Следовательно, использование спектраль-
ных разложений грамианов не ограничи-
вает возможности анализа систем сверх-
больших размерностей, по сравнению с 
другими методами. Также, подобно другим 
методам модального анализа, предложен-
ный подход имеет ограниченную примени-
мость для нестационарных систем, а имен-
но предполагается, что их динамическое по-
ведение можно описать как плавную линеа-
ризацию нелинейной системы, движущейся 
вдоль определенной траектории состояния. 
Тогда для целей анализа устойчивости при 
малых сигналах модель системы можно 
аппроксимировать как линейную систему 
с плавно изменяющимися параметрами 
[43]. Это означает, что описываемые в ста-
тье методы применимы к системам с глад-
кими нелинейностями и неприменимы к 
системам с разрывными нелинейностями. 
Отметим также, что предложенные методы 
строго обоснованы для оценки устойчиво-
сти только при малых возмущениях и могут 

терять точность при больших возмущениях. 
Возможность их применения при больших 
возмущениях и в нестационарных режи-
мах требует дополнительных исследований. 
Отметим также, что существующие методы 
модального анализа чувствительны к па-
раметрам системы и теряют точность при 
оценке кратных собственных мод системы. 
В отличие от этого, модальные показатели 
на основе предлагаемого подхода сохра-
няют устойчивость при любых кратностях 
собственных чисел, поскольку имеют интер-
претацию физически измеримых величин  
(см. например, теорему 1 в [6]).

В работе приведено несколько приме-
ров того, как развитые в рамках модального 
анализа по Ляпунову методы были успешно 
применены к практическим задачам мони-
торинга и управления в электроэнергетике. 
Мы ожидаем, что спектральные разложения 
решений матричных уравнений, известных в 
теории управления, могут предоставить клю-
чевой инструмент для разработки еще более 
широкого набора новых алгоритмов и интел-
лектуальных методов управления в макро- и 
микросетях. В качестве перспективных на-
правлений для дальнейшего исследования 
можно выделить следующие задачи:

1. Мониторинг состояния и глобальный 
контроль опасных колебаний с учетом нео-
пределенности и нестационарности.

2. Алгоритмы глобальной настройки регу-
ляторов в сети с учетом ВИЭ.

3. Задачи диагностики оборудования в 
сети на основе выявления спектральных 
аномалий.

4. Оптимальное управление виртуальной 
инерцией и ее размещением в распреде-
ленной сети.

5. Управление и оптимальное располо-
жение стабилизаторов и элементов системы 
мониторинга переходных режимов на графе 
ЭЭС.

6. Оценка предельных пропускных спо-
собностей и оптимального потокораспреде-
ления мощности в сети на основе «энергети-
ческих» критериев.

В заключение отметим, что в данной ста-
тье мы только анализируем результаты мони-
торинга, чтобы содержательно охарактеризо-
вать колебания и их взаимодействия. Техни-
ческая же сторона мониторинга, связанная 
со сбором, передачей и синхронизацией 
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данных от синхронизированных векторных 
измерителей [44], а также методы иденти-
фикации спектра системы и ее собственных 

векторов по измеряемым данным известны 
из литературных источников и достаточно хо-
рошо исследованы на практике [45–47].
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